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Gramaticas Livres de Contexto

Linguagens de programacao

» A maior aplicacdo das gramaticas livres de contexto ocorre na
formalizacao sintatica das linguagens de programacao de alto
nivel;

» Rigorosamente, ndo se pode dizer que tais linguagens sejam
propriamente livres de contexto;

» Na verdade, a formalizacdo completa de sua sintaxe exigiria
dispositivos mais complexos, como é o caso das gramaticas do
tipo 1, uma vez que a grande maioria de tais linguagens
apresenta dependéncias de contexto que ndo podem ser
representadas por gramaticas do tipo 2, ou livres de contexto.
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Gramaticas Livres de Contexto

Aninhamento

» A caracteristica que torna as gramaticas livres de contexto
especialmente adequadas a formalizacéo sintatica das
linguagens de programacéo € a sua capacidade de
representacdo de construcdes aninhadas , que séo
freqientemente encontradas em linguagens dessa categoria,;

» Construgdes aninhadas costumam ocorrer em linguagens de
programacao, por exemplo, na construcdo de expressdes
aritméticas, em que subexpressdes séo delimitadas, através do
uso de parénteses; na estruturacdo do fluxo de controle, em que
comandos internos sdo inseridos como parte integrante de outros
externos; na estruturagdo do programa, em que blocos, modulos,
procedimentos e funcdes sdo empregados para criar diferentes
escopos, etc.
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Gramaticas Livres de Contexto

Definicao

Uma gramatica livre de contexto € uma quadrupla (V, Z, P, S) com os
seguintes componentes:

» V: conjunto (finito e ndo-vazio) dos simbolos terminais e
nao-terminais;

» 3: conjunto (finito e n&o-vazio) dos simbolos terminais;
corresponde ao alfabeto da linguagem definida pela gramatica;

» P: conjunto (finito e n&o-vazio) das regras de producéo, todas no
formato a — 3, coma e (V—-2)e B V"

» S raiz da gramética, S¢ (V —Z).
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Gramaticas Livres de Contexto

Exemplo

Exemplo 1.1

SejaP o conjunto de regras abaixo e considerer2;s¢é e S subentendidos.

{E

T oA Am
L4l
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Gramaticas Livres de Contexto

Exemplo

Considere-se a senterga(a+ a). Ela pode ser obtida através da seguinte sequér
de derivagfes:

E=T=F«T=axT=axF=ax(E)=ax(T+E)=ax(F+E)
= ax(a+E)=ax(a+T)=ax(a+F)=ax(a+a)

correspondente a aplicacao das producdes
4.2,43,4.644,454.1,4.4 46,42 4.4 4.6, nestaordem.
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Gramaticas Livres de Contexto

Exemplo

Observe-se que a linguagem gerada pela gramatica destplexampreende as
sentencas que representam expressoes aritméticas c@ngteformadas sobre o
operanda com os operadores” e “+". Subexpressdes delimitadas através de
parénteses também sao admitidas, e podem ser compostagsemas mesmas
regras utilizadas para construir a expressao inicial. ldaerh parte da linguagem
definida por esta gramatica, por exemplo, cadeias em queaj@plena
correspondéncia do simbol¢’‘com seu par ¥”. Em outras palavras, trata-se de um
linguagem que admite o aninhamento de expressfes atrauds die parénteses
como delimitadores.
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Gramaticas Livres de Contexto
P
Exercicios

Obter gramaticas livres de contexto que gerem cada uma das
seguintes linguagens:

Q {(db'|i>0};

Q {dv'|i>1};

Q {dbli<ij}

Q {dvi<j}

Q {db|i>j};

Q {dv|i>j};

Q {abi#j};

Q {db'|i é par};

Q {db'|i é parej é impar;

@ {ab?|i > 0};
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Gramaticas Livres de Contexto
P
Exercicios

Obter gramaticas livres de contexto que gerem cada uma das
seguintes linguagens:

@ {a%v'|i > 0};

@ {a%p%|i >0},

@ {a2ib3i+1“ >0};

@ {a2i+2b3i “ >0};

@ {a2i+2b3i “ ZO};

@ {dvdb|i>0,j>0};
@ {dvdb'|i>0,j>0};
© {(db)*|i=0}

@ {dblc*|i >0};

@ {dcb'|i >0},
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Gramaticas Livres de Contexto
P
Exercicios

Obter gramaticas livres de contexto que gerem cada uma das
seguintes linguagens:

@ {dcb'|i>1};
@ {cdb'|i>0};
@ {crdcblcr|i>0};
@ {(ab)'(ba)'[i > 0};

@ {d (bbb |i >0};

@ {(a)'(b")'[i >0}

@ {a(b)'|i >0}

@ {(a@b)*@b)¥[i>0,j>0k>0};
@ {we {ab}*||wla= [Wlb};

© {we {ab}*||wla# [wlp};
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Gramaticas Livres de Contexto

Linguagens estritamente livres de contexto

» O aninhamento de constru¢fes é a caracteristica que distingue as
linguagens estritamente do tipo 2 das linguagens do tipo 3:
pertencem a uma linguagem estritamente do tipo 2 apenas e tdo
somente as sentencas em que, para cada ocorréncia de um dado
delimitador (no caso, o “abre-parénteses”), haja em
correspondéncia a ocorréncia de um outro, através do qual se
forma o par (no caso, o “fecha-parénteses”);

» Além disso, a subcadeia situada entre esse par de delimitadores
pode ser gerada através das mesmas regras de formacgéao vélidas
para a sentenca completa, caracterizando dessa maneira o
aninhamento de suas construcoes.
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Gramaticas Livres de Contexto

Aninhamentos sintaticos

» Através de regras de producao livres de contexto, é possivel
especificar constru¢des mais restritas do que as obteniveis
mediante o uso de producdes de gramaticas lineares;

» Com regras livres de contexto é possivel caracterizar
aninhamentos sintaticos, 0s quais ndo podem ser descritos
apenas com producdes lineares a direita ou a esquerda (ou
gqualguer combinacéo delas);
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Gramaticas Livres de Contexto

Aninhamentos sintaticos

» Gramaticas livres de contexto permitem impor restricbes
adicionais aquelas que se podem construir em gramaticas
regulares, podendo assim caracterizar subconjuntos das
linguagens regulares que gozem da propriedade determinada
pelos aninhamentos sintaticos;

» Gramaticas livres de contexto tornam-se muito Uteis para a
especificacdo de linguagens de programacao, a maioria das quais
exibe aninhamentos sintaticos.
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Gramaticas Livres de Contexto

Nao-terminal auto-recursivo central

Um nao-terminal Y é dito “self-embedded”, ou auto-recursivo central
se, a partir dele, for possivel derivar alguma forma sentencial em que
0 ndo-terminal Y ressurja, delimitado por cadeias ndo-vazias de
terminais a sua esquerda e a sua direita:

Y=*aYB, coma,Bczt
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Gramaticas Livres de Contexto

Gramatica auto-embutida

Um nédo-terminal Z é dito simplesmente auto-recursivo se, a partir
dele, for possivel derivar alguma forma sentencial em que Z ressurja,
acompanhado de pelo menos uma cadeia ndo-vazia de terminais a
sua esquerda ou a sua direita:

Z=aZB, coma,BeZaf#¢

Se uma gramatica livre de contexto G possui pelo menos um
nao-terminal auto-recursivo central, diz-se que G € auto-embutida (do
inglés “self-embedded”).
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Gramaticas Livres de Contexto

Nao-terminal auto-recursivo central essencial

Um simbolo ndo-terminal essencial é aquele que ndo pode ser
removido da graméatica (ou substituido) sob pena de provocar
modificacdes na linguagem sendo definida. Uma linguagem L é dita
estritamente livre de contexto , ou livre de contexto ndo-regular, se e
apenas se todas as gramaticas que geram L forem auto-embutidas, ou
seja, se todas elas possuirem pelo menos um nao-terminal
auto-recursivo central essencial
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Gramaticas Livres de Contexto

Nao-terminal auto-recursivo central essencial

O simples fato de uma gramatica ser auto-embutida ndo garante a
nao-regularidade da linguagem definida: é possivel identificar
linguagens regulares geradas por gramaticas com nao-terminais
auto-recursivos centrais que, nesses casos, ndo sdo essenciais. O
Exemplo 1.2 ilustra essa situacao.
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Gramaticas Livres de Contexto

Exemplo

Exemplo 1.2

A gramatica cujas regras constituem o conjunto abaixo éddie possui um
nao-terminal auto-recursivo centr&d €m decorréncia da produc8e- aS3,
podendo portanto ser caracterizada como uma gramaticaenkotida:

— a§

W on
L1 1
o
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Gramaticas Livres de Contexto

Exemplo

No entanto, a linguagem gerada por essa gramatjeakd *, ou seja, a linguagem é
regular. Na verdade, é facil observar que essa linguagebéimmmode ser gerada po
um conjunto de regras equivalente, em que a Ultima produgdoainatica acima é
removida:

{S —» aS§
S — bS
S — a4,
S — b}

Tal fato ocorre, neste caso particular, porque a prodScaaSaé ndo-essenciah
gramatica, ou seja, a sua inclusdo no conjihtie producdes em nada contribui par
modificar a linguagem definida pelas demais producdes.
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Gramaticas Livres de Contexto

Linguagem estritamente livre de contexto

» Quando todas as alternativas de substituicdo para um simbolo
nao-terminal sdo ndo-essenciais, diz-se que o simbolo em
gquestdo é ndo-essencial ;

» Se ele for um ndo-terminal auto-recursivo central, diz-se que o
nao-terminal auto-recursivo central é ndo-essencial;

» Nao-terminais auto-recursivos centrais que caracterizam
gramaticas auto-embutidas podem ou ndo ser essenciais;

» Se houver pelo menos um nao-terminal auto-recursivo central
essencial em alguma gramatica, a correspondente linguagem &
dita estritamente livre de contexto ;

» Se todos 0s ndo-terminais auto-recursivos centrais de uma
gramatica forem nao-essenciais, a linguagem por ela definida é
regular.
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Gramaticas Livres de Contexto

Propriedade do auto-embutimento

> A “Self-embedding Property” exprime a capacidade que tém as
gramaticas livres de contexto para representarem aninhamentos
sintaticos;

> Se Y ="aYp, entdo, da aplicacdo sucessiva dessa seqiéncia de
derivacoes, resulta que aaYBB, aaaYBBS etc. sdo formas
sentenciais que geram sentencas pertencentes a L(G);

» A cada subcadeia a é possivel impor a existéncia de uma outra
subcadeia 3 que estabeleca a correspondéncia com a;

» Gramaticas regulares ndo exibem a “Self-embedding Property”,
sendo esta uma propriedade caracteristica das gramaticas livres
de contexto ndo-regulares.
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Gramaticas Livres de Contexto

Exemplo

Exemplo 1.3

Considere-se a linguagem das expressdes aritméticasidafimiExemplo 1.1.
Observe-se qUE = T = F = (E), ou sejaE =* (E).

Logo, E é um ndo-terminal auto-recursivo central, e a gramaticaaetgpertence é
auto-embutida. E possivel demonstrar que todas as gramtie geram essa
linguagem séo auto-embutidas, o que caracteriza a linguagmo ndo-regular.
Note-se que, comi =* (E), a cada abre-parénteses que antecede a subexpiess:
corresponde sempre um fecha-parénteses logoEdete-se também que todas as
sentencas derivadas das formas senten¢@)5 i > 1, também pertencem a
linguagem definida, sendo obtidas pela aplicacéo repetidagiiéncia de derivacde:
apresentada.
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Gramaticas Livres de Contexto

Analise sintatica

» Quando se consideram linguagens especificadas através de
gramaticas livres de contexto, deve-se também considerar de que
forma é feita a aceitacdo sintatica de suas sentencas para fins de
compilagéo e/ou interpretacao;

» Quando se trata de efetuar o reconhecimento de sentencas, o
que se busca, na verdade, é localizar uma sequiéncia de
producdes que, quando aplicada a raiz da gramatica, forneca
como resultado, através da série correspondente de derivacdes, a
sentenca fornecida para analise;

» Sendo possivel completar a derivacéo, diz-se que a sentenca
pertence a linguagem; caso contrério, que ela ndo pertence a
linguagem.
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Gramaticas Livres de Contexto

Analise sintatica

» No entanto, para cada sentenca pertencente a linguagem definida
através de uma gramaética livre de contexto, é geralmente possivel
identificar uma grande quantidade de sequiéncias distintas de
derivacgéo, resultado de escolhas arbitrarias do particular simbolo
nao-terminal a ser substituido em cada passo da derivacao, todas
elas resultando na mesma sentenca analisada;

» Na prética, no entanto, costuma-se fixar alguns critérios de
derivagcdo de sentencas (mais a direita e mais a esquerda), para
permitir a construcdo e a operacao sistematicas dos
reconhecedores sintaticos.
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Metalinguagens, BNF e BNF Estendida

Metalinguagens

» Como conseqiiéncia do elevado interesse préatico despertado
pelas gramaticas livres de contexto, inimeras notacdes foram
desenvolvidas para facilitar a formalizacéo sintatica das
linguagens artificiais, permitindo criar definicbes formais mais
legiveis e concisas do que as obtidas usualmente com a notacao
algébrica.

» Tais notagdes, denominadas metalinguagens , permitem a
representacéo de linguagens livres de contexto, sendo
equipotentes, portanto, a notagéo algébrica introduzida
anteriormente. A primeira e talvez mais importante delas é a BNF,
abreviatura de “Backus-Naur Form”.
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Metalinguagens, BNF e BNF Estendida

Na notacdo BNF, os ndo-terminais sdo representados por textos
delimitados pelos metassimbolos “<” e “>"; para distingui-los dos
simbolos terminais, o0 metassimbolo “—” é substituido por “::=" e,
finalmente, todas as alternativas de substituicdo para um mesmo
nao-terminal sdo agrupadas, separando-se umas das outras com 0
metassimbolo “|”. Os terminais sdo denotados sem delimitadores.
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Metalinguagens, BNF e BNF Estendida

Exemplo

Exemplo 2.1

Em BNF, a gramética que representa expressoes aritméticasseis, sobre
operandos, com os operadores adicdo e multiplicacao, anteriorm@mésantada
no Exemplo 1.1, torna-se:

<E> = <T>+<E>|<T>
<T> = <F>x<T>|<F>
<F> = al(<E>)
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Metalinguagens, BNF e BNF Estendida

Empregada pela primeira vez no inicio da década de 1960, na
publicacdo que definiu formalmente a linguagem de programacao
Algol 60, a notacdo BNF se tornou extremamente popular justamente
por ter demonstrado na pratica, pela primeira vez, a viabilidade de uso
de uma notacédo formal para a representacdo da sintaxe de uma
linguagem de programacéo, representando um dos primeiros
resultados praticos advindos do interesse dos profissionais de
computacao pelas entao recém descobertas gramaticas livres de
contexto.
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Metalinguagens, BNF e BNF Estendida

Metalinguagens

Embora largamente utilizada ainda hoje, a notacdo BNF enfrenta
atualmente a “concorréncia” de outras metalinguagens igualmente
importantes, como € o caso de varios de seus dialetos, da Notacao de
Wirth, dos Diagramas de Sintaxe, das Expressbes Regulares
Estendidas e de iniUmeras outras. Apesar disso, a notacao algébrica
continuara sendo empregada preferencialmente neste texto por ser a
mais adequada ao estudo tedrico e conceitual das linguagens formais.
Eventualmente, podera ser empregada a BNF, em exemplos de
linguagens de programacéao.
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Metalinguagens, BNF e BNF Estendida

BNF estendida

» Expressoes regulares foram definidas como uma notagéo
bastante concisa e adequada para a representacdo de linguagens
regulares;

» Uma importante extensdo das expressdes regulares sdo as
expressoes regulares estendidas, que, em combinacdo com a
BNF, disponibilizam as vantagens do uso de expressoes
regulares para a classe das linguagens livres de contexto,
constituindo assim uma metalinguagem alternativa para a
representagéo das mesmas;

» Essa metalinguagem, denominada BNF estendida (ou EBNF),
resulta da fuséo das definicdes da BNF e da expresséo regular.
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Metalinguagens, BNF e BNF Estendida

Expresséo regular estendida e BNF estendida

» Uma expressédo regular estendida €&, por definicdo, uma
expresséo regular que admite como operandos os simbolos
nao-terminais da gramética, em adi¢éo aos terminais;

» Um conjunto de regras gramaticais representado através da
notacdo BNF estendida é um conjunto de expressdes regulares
estendidas, cada uma delas associada a um simbolo
nao-terminal distinto.
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Metalinguagens, BNF e BNF Estendida

Exemplo

Exemplo 2.2
Considere-se a gramatica livre de contexto:

G = ({S7X7Y7Z7a7b7c7d7e)f7g}7{a7b7c)d’e7f’g}’P7S)

comP apresentado a seguir, que gera uma linguagestritamente livre de contexto.

T

XYZ
g
ax
a
Sb
cdz
eZ

f}

1

N NN<XXun®v
R A S
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Metalinguagens, BNF e BNF Estendida

Exemplo

Transcrito para a BNF, este conjunto de produc¢des resulta:

<X>

<Y> =
<7Z> =

Marcus Ramos (UNIVASF)

<X><Y><Z> |g
a<X>|a

<S>b
cd<Z>|e<Z>|f
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Metalinguagens, BNF e BNF Estendida

Exemplo

Nao é dificil perceber queX> gera cadeias compostas por um ou mais simkmlos
Entéo, aregraX> ::=a<X> | € pode ser substituida pela regrd> ::= aa*. De
maneira analoga, a regr&> ::= cd<Z> | e<Z> | f pode ser substituida por

<Z> := (cd|e)*f. Note-se, em ambos 0s casos, a substitui¢éo do uso de simbol
nao-terminal no lado direito das regras, pelo uso do opefadbamento reflexivo e
transitivo ) para representar a repeticao de termos.
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Metalinguagens, BNF e BNF Estendida

Exemplo

O novo conjunto de regras torna-se, portanto:

<X>
<Y> =
<7> =

Marcus Ramos (UNIVASF)
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<S>b

(cd|e)'f
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Metalinguagens, BNF e BNF Estendida

Exemplo

A substituicdo das definicdes dos simboids>, <Y> e <Z> na regra do simbolo
<S> resulta em:

<S> 1= aa’<S>b(cd|e)*f|g

> O lado direito da regra acimag*'<S>b(cd| €)*f | g) €, como se pode perceber
uma expressado regular estendida, pois possui a forma dexpressio regular,
acrescida da referéncia ao simbolo ndo-termigt. O lado esquerdo e o lado
direito, juntamente, constituem uma regra gramaticalesgrtada na notacao
BNF estendida;

> Aregra acima explicita a presenca de um simbolo ndo-tetmina-recursivo
essencial en® (no caso, o simboleS>), suficiente para caracterizacomo
sendo livre de contexto e ndo-regular. Em termos infornhgmmde também ser
representada com@a*)"g(b(cd| €)*f)", comn > 0.
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Metalinguagens, BNF e BNF Estendida

Vantagens

» A principal vantagem decorrente uso da BNF estendida, em
comparacdo com a notacdo algébrica, ou mesmo com a BNF,
resulta da possibilidade de representar a repeticdo de formas
sintaticas sem a necessidade de definicdes gramaticais
recursivas (aquelas em que o simbolo ndo-terminal que estiver
sendo definido ressurge, direta ou indiretamente, em formas
sentenciais derivadas do mesmo), substituindo-as pela definicdo
de iteracdes explicitas (através do uso do operador fechamento
reflexivo e transitivo);

» Isso proporciona um entendimento mais facil da linguagem por
ela definida, sendo ainda Gtil em determinados métodos de
construcdo de reconhecedores sintaticos a partir de graméaticas
livres de contexto.
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Metalinguagens, BNF e BNF Estendida

Nao-terminais auto-recursivas centrais essenciais

» Nem sempre uma gramatica livre de contexto podera ser reduzida
a uma Unica regra em BNF estendida, ainda que esta represente
uma definicdo recursiva,

» A quantidade minima de regras a que se pode chegar é igual a
guantidade de simbolos ndo-terminais auto-recursivos centrais
essenciais que a gramatica possui, uma vez que cada um destes
é responsavel pela incorporacdo de uma caracteristica distinta de
aninhamento sintatico a linguagem definida pela gramatica, ndo
podendo ser removidos da gramatica sem prejuizo da linguagem
por ela definida.
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Metalinguagens, BNF e BNF Estendida

Gramaticas com uma Unica regra

» Gramaticas livres de contexto que representam linguagens
regulares poderao sempre ser manipuladas até a eliminacao de
todos os simbolos ndo-terminais da gramética, exceto,
naturalmente, a raiz, resultando em uma Unica expressao regular
(ndo-estendida) que gera a linguagem definida pela gramatica;

» Dessa maneira, a BNF estendida é um formalismo que une as
vantagens das expressdes regulares as da BNF, constituindo
importante alternativa tanto para a representacao de linguagens
regulares quanto para a de linguagens livres de contexto.
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Arvores de Derivagéo

Conceito

A representacdo da estrutura de sentencas ou formas sentenciais de
linguagens livres de contexto, na forma de arvores bidimensionais, é
um recurso muito utilizado, tanto na teoria quanto na pratica da
implementacao de linguagens, uma vez que:

© Proporciona meios para uma melhor visualizagdo da estrutura
das sentencas da linguagem, facilitando a analise das mesmas.

@ Auxilia na demonstracdo formal de teoremas, na interpretacéo de
certos resultados tedricos e na assimilacdo de varios conceitos.

© Facilita a representacao interna, nos compiladores e
interpretadores, da estrutura das sentencas analisadas,
registrando importantes informacdes estruturais sobre as
mesmas, a serem utilizadas em outros estagios do
processamento da linguagem.
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Arvores de Derivagéo

Definicao

Formalmente, uma arvore de derivacdo € um sistema de
representacdo de sequiéncias de derivagcbes em uma gramética livre
de contexto G = (V,Z,P,S), consistindo em um grafo orientado e
ordenado, aciclico, com as seguintes propriedades:

© Todo vértice é rotulado com um elemento de VU {e};

@ Ordtulodaraizé S

© Os rotulos de vértices internos sdo elementosde N =V — 3;
(%]

Se um vértice tem o rétulo A, e X1, X, ... X, sdo descendentes
diretos de A, ordenados da esquerda para a direita, entdo
A= X1, Xo,...Xn deve pertencer ao conjunto P de regras;

© Se um vértice possui o rétulo g, entdo este vértice deve ser
simultaneamente uma folha e descendente Unico de seu
ancestral direto.
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Arvores de Derivagéo

Fronteira de uma arvore

» Define-se como fronteira de uma arvore a cadeia formada pela
concatenacao dos simbolos correspondentes aos rotulos dos
vértices que sao folhas, considerados no sentido da esquerda
para a direita, e de cima para baixo;

» Essa cadeia de simbolos (terminais e/ou ndo-terminais)
corresponde a forma sentencial cuja estrutura esta sendo
representada pela arvore.
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Arvores de Derivagéo

Exemplo

Exemplo 3.1
Considere-se a gramatica das expressdes aritméticamantante apresentada no

Exemplo 1.1. A estrutura da sentersga(a+ a), de acordo com essa gramatica, poc
ser representada pela arvore de derivagdo da Figura 1.
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Arvores de Derivagéo

Exemplo

E

|

!
/\
F * T
| |
a F

o —T — - —m

Figura 1: Arvore de derivagdo para E =* ax(a+a)
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Arvores de Derivagéo

Arvores e derivacbes

Naturalmente, nem toda arvore necessita ter como raiz S, nem
tampouco possuir como fronteira o € ¥*, S=* a. E comum que se
considerem subarvores cuja raiz seja um elemento X qualquer, X € N,
e a fronteira, uma cadeia y € V*, tal que X ="*y.
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Arvores de Derivagéo

Exemplo

Exemplo 3.2

A derivagao nédo-trivial =* a*(E), segundo a gramética do Exemplo 1.1, pode se
representada através da subarvore da Figura 2.

.
N
F * T
| |
a F
RN
( E )

Figura 2: Arvore de derivacdo para T =* a*(E)
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Arvores de Derivagéo

Arvores e derivacbes

> A seguir, sera apresentado o teorema fundamental das arvores
de derivagéo;

> Ele estabelece a existéncia de pelo menos uma arvore de
derivacdo para toda e qualquer cadeia derivavel a partir da raiz da
gramatica, e também que toda e qualquer fronteira de uma arvore
corretamente construida sobre uma gramatica livre de contexto G
corresponde a uma cadeia derivavel a partir da raiz de G.
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Arvores de Derivagéo

Arvores e derivacbes

Teorema 3.1 “Seja G= (V,Z,P,S) uma gramatica livre de contexto.
Entdo S="* a se e apenas se existir uma arvore de derivacdo sobre G
com fronteira a.”

Por se tratar de um teorema bastante intuitivo, ndo sera apresentada a
sua prova formal, que no entanto pode ser encontrada em livros da
area. A importancia deste teorema se deve ao fato de que ele
“credencia” as arvores de derivacdo como uma representacédo valida
da estrutura das formas sentenciais geradas por uma gramatica.
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Arvores de Derivagéo

Informacdes que as arvores nao representam

» Arvores de derivacdo ndo contém informac&o sobre a particular
sequiéncia em que foram aplicadas as producdes para a obtencéo
de uma dada forma sentencial: elas informam apenas quais
foram as produgdes aplicadas, mas ndo em que ordem ;

» Assim, para cada arvore de derivagdo, é possivel identificar
diversas seqliéncias distintas de derivacdo que resultem na
mesma forma sentencial: basta alterar a ordem em que os
nao-terminais sdo substituidos em cada passo da derivacao.
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Ambiglidade

Derivagbes mais a esquerda e mais a direita

» Diz-se que a derivagédo de uma forma sentencial em uma
gramatica livre de contexto é uma derivacdo mais a esquerda ,
guando a substituicdo de um nao-terminal pelo lado direito de
uma producédo que o define é feita substituindo-se sempre o
nao-terminal que ocorre mais a esquerda na cadeia que
representa a forma sentencial em questao;

» De maneira andloga, uma derivacao mais a direita € aquela em
gque é sempre o ndo-terminal mais a direita, na forma sentencial,
que é substituido pela sua definicao.
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Ambiglidade

Exemplo

Exemplo 4.1

Considere-se a gramatica do Exemplo 1.3. A seguir sdo ajteetss duas seqliéncia
de derivagédo para a sentersz& a. Na primeira, todas as derivagdes sdo mais a
esquerda, e na segunda, mais a direita. Note-se que as segidnproducdes
utilizadas em cada caso sao distintas, e também que divarsas seqiiéncias
poderiam ser obtidas combinando-se arbitrariamente c$eméionais a serem
substituidos em cada forma sentencial.
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Ambiglidade

Exemplo

© Derivacdes com substituicdes mais a esquerda apenas:
E=T+E=F+E=a+E=a+T=a+F=a+a
Produces aplicadas:144.4,4.6,4.2,4.4,4.6

© Derivacdes com substituicdes mais a direita apenas:
E=T+E=T+T=T+F=T+a=F+4+a=a+a
Producdes aplicadas:144.2,4.4,4.6,4.4,4.6

© Derivacdes com substituicbes de diversos tipos:
E=T+E=F+E=F+T=a+T=a+F=a+a
Producdes aplicadas:144.4,4.2,4.6,4.4,4.6
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Ambiglidade

Gramatica ndo-ambigua

Diz-se que uma gramatica livre de contexto é ndo-ambigua se, para
toda e qualquer cadeia pertencente a linguagem por ela gerada, existir
uma Unica sequéncia de derivacfes mais a esquerda e uma Unica
sequéncia de derivacbes mais a direita que a geram.
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Ambiglidade

Gramatica ambigua

Diz-se que uma gramatica livre de contexto é ambigua quando existir
pelo menos uma cadeia, pertencente a linguagem por ela gerada, que
possua mais de uma sequéncia distinta de derivagdes, feitas
exclusivamente através de substituicbes de ndo-terminais mais a
esquerda ou mais a direita. Se houver mais de uma sequéncia com
substituicdes mais a esquerda, entdo havera também mais de uma
com substituicdes mais a direita, conforme demonstrado no Teorema
4.1.
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Ambiglidade

Multiplas derivacOes a esquerda e a direita

Teorema 4.1 “Se w e L(G), com G sendo uma gramética livre de
contexto, e existindo duas (ou mais) derivacdes mais a esquerda para
wem G, entdo existem também, correspondentemente, duas (ou
mais) derivacbes mais a direita parawem G.”
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Ambiglidade

Multiplas derivacOes a esquerda e a direita

As gramaticas livres de contexto possuem a propriedade de que as
derivacbes de cada um dos simbolos ndo-terminais presentes em
uma mesma forma sentencial podem ser feitas de forma independente

umas das outras. Se S="* aXf3 =* ayf, entdo a derivagdo X =y
independe de a e .
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Ambiglidade

Multiplas derivacOes a esquerda e a direita

Considere-se uma gramaética livre de contexto G e a seqiiéncia de
derivacdes mais a esquerda S="* a1 Xy, com a; € Z*, XN, e y € V*,
Considere-se que X =" az, com a, € 2* e y=" a3, com a3 € X*.
Entdo, S=* a1 Xy =" 010203 € a10203 € L(G).

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 11 de novembro de 2021 59/300



Ambiglidade

Multiplas derivacOes a esquerda e a direita

Sejam X — 31 e X — B, duas producdes distintas de G. Entéo, existem
duas derivacfes a esquerda distintas para a cadeia a;0,03:

> S=FmXy= o1y =" a0y =* a10203
> S=FmXy= o1y =" a0y =* a10203
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Ambiglidade

Multiplas derivacOes a esquerda e a direita

Se a10203 € L(G) e X =* ay, entdo existe uma sequéncia de
derivacbes mais a direita S=* uXas, com u € V* e, além disso,
U =* ai1. Portanto, S="* uXaz =* ua203 =* a10203.
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Ambiglidade

Multiplas derivacOes a esquerda e a direita

Como, por hipétese, X = B1 =" az e X = [ =* ap, entdo existem
duas sequéncias de derivacdes mais a direita para a cadeia a10203:

> S=* uXasz = uf103 =" Ua03 =* 010203
> S=F uXasz = Ufeaz =" Uaa03 = a10203
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Ambiglidade

Multiplas derivacOes a esquerda e a direita

De maneira analoga, é possivel demonstrar que, para cada seqiiéncia
distinta de derivagfes mais a esquerda que geram uma mesma
cadeia da linguagem, existe uma seqtiéncia distinta de derivacdes
mais a direita correspondente, que gera a mesma cadeia.
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Ambiglidade

Exemplo

Exemplo 4.2

A gramatica cujo conjunto de regras esta abaixo apreseatadoivalente a
gramatica anteriormente utilizada na definicdo da lingoeges expressdes
aritméticas sobréa, +, , (,)} do Exemplo 1.1. Diferentemente daquela, no entant
apenas um simbolo ndo-termin&l) é utilizado:

{E —
E
E
E

L1l

E+E,
ExE,
a,

(B)}
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Ambiglidade

Exemplo

Adotando-se o critério das derivacdes mais a esquerda;geoplerceber que a
sentenca + ax apode ser derivada ao menos de duas formas distintas:

© Aplicando-se inicialmente a producgo— E +E:
E=E+E=a+E=a+ExE=a+axE=a+axa

@ Aplicando-se inicialmente a produggo— E x E:
E=E+xE=E+ExE=a+ExE=a+axE=a+axa
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Ambiglidade

Exemplo

Como conseqiiéncia, a gramatica anterior é ambigua. E pbgsivar, no entanto,
que a gramatica do Exemplo 1.1 (com os ndo-termiBaAise F) admite uma Unica
seqliéncia de derivagdo para cada sentenca pertencergeagkm. Note-se, em
particular, que isso ocorre com a sentenga acima consaleCanno concluséo, esta
linguagem pode ser indistintamente definida através de uvamadgica ambigua ou de
uma gramatica ndo-ambigua.
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Ambiglidade

Exemplo

Exemplo 4.3

Considere-se o fragmento de gramatica abaixo apreseaeldustra um problema
tipico de determinadas linguagens de programacao de aibria ambigiidade na
constru¢cdo de comandos condicionais aninhados.

<prog> — ...<com> ...

<com> — <cond>

<cond> — if <exp>then<com>

<cond> — if <exp>then<com>el se <com>
<exp> —
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Ambiglidade

Exemplo

Passa-se a analisar a estrutura da seguinte forma sehtencia

i f <exp>then if <exp>then<com>el se <com>

Para se determinar uma eventual ambiguidade nessa forteaciah escolhe-se
inicialmente e fixa-se um critério de substituicdo de néiotitgais — por exemplo, as
substituicBes dos ndo-terminais mais a esquerda. NesteécEgil verificar que a
forma sentencial acima admite duas sequiéncias distintdsrol@acao.
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Ambiglidade

Exemplo

1. Primeira alternativa:

<prog> = ...<com> ...
= . <cond> ...
= .1 f <exp>t hen <com>el se <com> ...
= .1 f <exp>t hen <cond>el se <com>...
= ...if <exp>thenif <exp>then<com>

el se <com> ...

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 11 de novembro de 2021 69/300



Ambiglidade

Exemplo

2. Segunda alternativa:

<prog> = ...<com> ...
= . <cond> ...
= .1 f <exp>then<com> ...
= .1 f <exp>then<cond> ...
= ...if <exp>thenif <exp>then<com>

el se <com> ...
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Ambiglidade

Exemplo

7

No primeiro caso, o ramo deet se” é considerado como parte integrante do
comando condicional mais externo e, no segundo, este mesnwé considerado
como parte do comando condicional mais interno:

i f <exp>thenif <exp>then<com> el se <com>

i f <exp>thenif <exp>then<com>el se <com>

Assim, a forma sentencial apresentada é ambigua, o queratob#a ambigua a
gramatica. Como se pode verificar facilmente, as mesmasdusdres poderiam
também ter sido obtidas caso fossem consideradas aperstitusciies mais a
direita.
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Ambiglidade

Eliminac&do de ambigulidades

Normalmente, ambiglidades costumam ser eliminadas através da
utilizac&do de constru¢des gramaticais que impecam a existéncia de
mais de uma seqiéncia de derivaces mais a esquerda (e, portanto
também mais a direita) para cada sentenca pertencente a linguagem,
desde que fixado e observado a priori, naturalmente, um critério anico
para a substituicdo dos ndo-terminais nas formas sentenciais.

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 11 de novembro de 2021 72/300



Ambiglidade

Exemplo

Exemplo 4.4

Seja a seguinte gramatica, inspirada na do Exemplo 4.3:

<prog> — ... <com> ...

<com> — <cond>

<cond> — if <exp>then<com>fi

<cond> — if <exp>then<com>el se<com>fi
<exp> —
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Ambiglidade

Exemplo

A associagdo doel se” ao comando condicional mais externo ou mais interno é
feita, de acordo com esta nova gramatica, respectivamente:

i f <exp>thenif <exp>then<com>fi el se<com>fi

ou
i f <exp>thenif <exp>then<com>el se<com>fi fi

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 11 de novembro de 2021 74/300



Ambiglidade

Linguagem livre de contexto ambigua

Diz-se que uma linguagem livre de contexto € ambigua se ela puder
ser gerada por uma gramatica livre de contexto ambigua, e
ndo-ambigua se ela puder ser gerada por uma gramatica livre de
contexto ndo-ambigua. No entanto, raramente se costuma dizer que
uma linguagem é ambigua, uma vez que uma mesma linguagem pode
ser gerada por inUmeras gramaticas distintas (ambiguas e
nao-ambiguas).
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Ambiglidade

Linguagem livre de contexto inerentemente ambigua

H4, no entanto, casos em que se pode provar, apesar de isso ser, em
geral, uma tarefa consideravelmente complexa, que determinadas
linguagens séo inerentemente ambiguas , indicando com isso que
toda e qualquer gramatica que gera a linguagem em questdo deve ser
necessariamente ambigua. Em casos como esse, 0 conceito de
ambiguidade pode ser estendido também para caracterizar mais um
atributo da linguagem.
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Ambiglidade

Exemplo

Exemplo 4.5
Alinguagem{a™b"c™d™ |n>1,m> 1} u{a™c™d" |n>1m>1} é
inerentemente ambigua. A demonstragdo pode ser encoetradapcroft79.
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Ambiglidade

Exemplo

Exemplo 4.6

Alinguagem{ablc®|i = j ouj = k} é inerentemente ambigua. A demonstrag&o
pode ser encontrada em Aho72.
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Ambiglidade

Arvores e derivacbes candnicas

Teorema 4.2 “Seja G uma gramatica livre de contexto. Para toda
cadeia w € L(G), o numero de sequiéncias distintas de derivacdes
mais a esquerda (e portanto mais a direita) € igual ao nimero de
arvores de derivacao distintas que representam w.”
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Ambiglidade

Arvores e derivacbes candnicas

Prova:

Pode ser encontrada em Hopcroft79. Nao é dificil, no entanto, intuir
que, para cada forma sentencial obtida através de derivacBes mais a
esquerda, a substituicdo do ndo-terminal mais a esquerda por
producdes distintas, sejam elas quantas forem, da origem a uma
guantidade idéntica de arvores distintas, as quais sao diferenciadas
pelos nés que representam os filhos do né que representa esse
nédo-terminal. De forma andaloga, o raciocinio inverso também se
aplica.
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Ambiglidade

Arvores e derivacbes candnicas

Quando se consideram graméticas livres de contexto ndo-ambiguas, a
ordem em que séo feitas as substituicbes dos simbolos ndo-terminais
nas formas sentenciais € irrelevante do ponto de vista das cadeias
gque podem ser geradas e das respectivas arvores de derivacao.
Como mostra o Teorema 4.3, qualquer que seja a ordem de
substituicdo dos ndo-terminais escolhida na geracdo de uma mesma
cadeia, a arvore de derivacdo sera sempre a mesma.
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Ambiglidade

Arvores e derivacbes candnicas

Teorema 4.3 “Seja G uma gramatica livre de contexto ndo-ambigua.
Para toda cadeia w € L(G), toda e qualquer seqiiéncia de derivaces

que produz w é representada através da mesma e Unica arvore de
derivacdo.”
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Ambiglidade

Arvores e derivacbes candnicas

Se G é uma gramatica livre de contexto ndo-ambigua, entdo, conforme
a defini¢éo, toda e qualquer cadeia w € L(G) possui uma unica
sequiéncia de derivacdes mais a esquerda ou mais a direita, mesmo
gque existam outras sequiéncias ndo-canonicas de derivacdo para essa
mesma cadeia. Conforme o Teorema 4.2, existe uma Unica arvore de
derivacdo para w. Logo, todas as deriva¢des de w em G séo
representadas por uma mesma arvore de derivacao.
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Ambiglidade

Arvores e derivacbes candnicas

Conforme a definicdo, uma gramatica livre de contexto ndo-ambigua é
aguela para a qual cada cadeia pertencente a linguagem gerada por
tal gramatica é gerada por uma Unica seqiiéncia de deriva¢cdes mais a
esquerda e por uma Unica sequéncia de derivagbes mais a direita. O
Teorema 4.3 estende esse resultado, e estabelece que tais
sequéncias de derivagbes correspondem a uma mesma arvore de
derivacéo.
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Ambiglidade

Arvores e derivacbes candnicas

Em resumo: cada uma das cadeias pertencentes a uma linguagem
gerada por uma gramética livre de contexto ndo-ambigua possui uma
Unica sequéncia de derivacdes mais a esquerda, uma Unica seqiéncia
de derivagBes mais a direita e uma Unica arvore de derivagdo.
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Ambiglidade

Arvores e derivacbes candnicas

Esta importante propriedade das linguagens livres de contexto (e
portanto também das linguagens regulares) permite que se adote uma
ordem arbitraria para a aplicacéo das regras gramaticais na derivacao
de uma sentenca. Tecnologicamente, isso pode ser aproveitado
escolhendo-se uma ordem que seja econémica do ponto de vista
algoritmico.
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Ambiglidade

Arvores e derivacbes candnicas

A existéncia de uma Unica sequiéncia candnica de derivacdes (uma
mais a esquerda e outra mais a direita) para cada sentenca de uma
linguagem gerada por uma gramatica ndo-ambigua é explorada nos
algoritmos de construgéo de reconhecedores sintaticos
deterministicos para linguagens livres de contexto, cuja operacao
consiste exatamente na busca sistematica de tal seqiiéncia (e,
consequentemente, da correspondente arvore de derivacao), se essa
sequéncia existir, para cada cadeia de entrada que lhe seja
submetida. Do ponto de vista tecnologico, esse resultado permite a
busca da solucéo de implementacdo mais barata, conforme a
linguagem considerada.
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Ambiglidade

Gramatica livre de contexto ambigua

Por outro lado, o Teorema 4.2 permite estender o conceito de
gramatica livre de contexto ambigua, que passa a ser caracterizado
de trés formas distintas, porém equivalentes entre si. Diz-se que uma
gramatica livre de contexto é ambigua se for possivel identificar, na
linguagem por ela gerada, pelo menos uma cadeia que:
» possa ser derivada por duas ou mais sequiéncias distintas de
derivacbes mais a esquerda, ou
» possa ser derivada por duas ou mais seqiiéncias distintas de
deriva¢Oes mais a direita, ou
> possa ser representada por duas ou mais arvores de derivacao
distintas.
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Ambiglidade

Exemplo

Exemplo 4.7

Considere-se o fragmento de gramatica utilizado paradlustproblema da
ambiguidade em comandos condicionais (Exemplo 4.3). Delacmm essa
gramatica, a forma sentencial:

i f <exp>then if <exp>then<com>el se <com>

pode ser derivada segundo duas sequiéncias distintas decdes mais a esquerda.
Como conseqiiéncia, existem também duas arvores de dertiagiaitas que
possuem como fronteira essa mesma forma sentencial, coafopstram as Figuras
3ed.

Marcus Ramos (UNIVASF) 11 de novembro de 2021 89/300



Ambiglidade

Exemplo
<cond>
if <exp> then <com> el se <com>
<cond>

if <exp> then <com>

Figura 3: Ambiglidade no comando IF: associagéo interna
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Ambiglidade

Exemplo

<cond>

if <exp> then <com>

<cond>

if <exp> then <com> else <com>

Figura 4. Ambiguidade no comando IF: associag&o externa
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Etapas

Por uma questéo de conveniéncia no estudo das gramaticas livres de
contexto, muitas vezes é necesséario submeté-las a simplificacdes que
visam torna-las mais apropriadas para a demonstracdo de teoremas,
para a verificacdo de propriedades, ou simplesmente para facilitar a
sua andlise.

Tais simplificagBes consistem em manipula¢des gramaticais que nao
afetam a linguagem definida pela gramatica original, e sdo de trés
tipos (0s novos termos serdo definidos mais adiante):

© Eliminacio de simbolos inacessiveis e inlteis;
@ Eliminacio de producdes em vazio;
© Eliminacio de producdes unitarias.
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Simbolo inacessivel

» Diz-se que um simbolo Y € V — terminal ou ndo-terminal — é
inacessivel , se nao for possivel derivar qualquer forma sentencial
em que se registre alguma ocorréncia de Y. Caso contrario, o
simbolo é dito acessivel . Formalmente, simbolos acessiveis Y
sdo aqueles para os quais existem derivacdes da forma
S=*a¥Yf, com a, € V*. Simbolos inacessiveis, portanto, sdo
aqueles para os quais inexistem derivacdes com tais
caracteristicas.
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Simbolo indtil

» Diz-se que um simbolo Y — n&o-terminal — é inutil , se n&o for
possivel derivar pelo menos uma cadeia formada exclusivamente
por terminais (ou a cadeia vazia) a partir de Y. Caso contrario, o
simbolo é dito atil . Formalmente, simbolos Uteis Y sdo aqueles
para os quais existem derivacdes da forma Y =* y, com y € Z*.
Simbolos indteis, portanto, sédo aqueles para os quais inexistem
derivacBes com tais caracteristicas. Cumpre notar que simbolos
terminais séo, por definicdo, sempre uteis.
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Simbolo acessivel e util

Um simbolo Y que seja simultaneamente acessivel e Util €, portanto,
aquele que satisfaz a condicao:

S=*aYB="ayB, coma,BeV yeZ"

Em outras palavras, um simbolo Y é acessivel e (til se e somente se:

© Y esta presente em pelo menos uma forma sentencial derivada a
partir da raiz da gramética, e

@ Y deriva pelo menos uma cadeia pertencente ao conjunto =*
(condigéo verificada trivialmente pelos simbolos terminais).
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Eliminagcdo de simbolos inacessiveis e indteis

A transformacdo de uma gramética em outra equivalente, isenta de
simbolos inacessiveis e inlteis, pode ser feita em dois passos, através
de dois algoritmos distintos: o primeiro algoritmo encarrega-se de
eliminar da gramatica original os simbolos indteis; o segundo
algoritmo elimina todos os simbolos inacessiveis.
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Eliminagcdo de simbolos inacessiveis e indteis

Teorema 5.1 “Toda linguagem livre de contexto pode ser gerada por
uma gramatica livre de contexto em que ndo ha simbolos inacessiveis
ou inuteis.”

A demonstracéo deste teorema pode ser realizada tomando-se como
base os dois algoritmos apresentados a seguir. O Algoritmo 5.1
mostra como eliminar os ndo-terminais que ndo geram cadeias de
terminais, bem como as produc¢des em que 0s mesmos comparecem,
preservando em N apenas os simbolos do conjunto
N'={YeN|Y="a, comaeZ*}.

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 11 de novembro de 2021 97/300



Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Eliminagcdo de simbolos inateis

Algoritmo 5.1 “Eliminacdo de simbolos inlteis em gramaticas livres de
contexto.”

» Entrada: uma gramatica livre de contexto-6(V,Z,P,S), tal que
L(G) #0.

» Saida: uma gramatica livre de contexté & (V',Z,P'|9), tal que
L(G') =L(G) e Ye N’ se e apenas se¥) # 0.
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Eliminagcdo de simbolos inateis

Método:
O No« 0
Qi1
O N«+N_1U{Y|]YsaecPeaec(N_1UZ)*};
© Se N#Ni_1, entdo:
@ i—i+1
@ Desviar para (3);
Caso contrario:
O N «—N;
Q P/<—{A—)X1X2...Xn6 P|A X1, X,...,. Xn € (NiUZ)}.
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Eliminacdo de simbolos inacessiveis

Algoritmo 5.2 “Eliminacéo de simbolos inacessiveis em gramaticas lidees
contexto.”

» Entrada: uma gramatica livre de contexto-&(V,Z,P,S).

» Saida: uma gramética livre de contextd & (V',2',P',S), tal que
L(G') =L(G) e Ye V' se e apenas s&S=* aYB, coma, € V*.
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Eliminacdo de simbolos inacessiveis

Método:
Q Vo<« {Sh
Qi1
Q Vi< Vi 1Uu{XeV,1<j<n|A= X1 Xp... XnEP e A Vi_1};
© SeV+#Vi_1, entdo:

Q@ i—it+1;

@ Desviar para (3);

Caso contrario:

@ N «—VinN;

Q Y —Ving

(5] P/<—{A—)X1X2...Xn6 P|A,X1,X2...XnEVi}.
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Exemplo

Exemplo 5.1
Considere-s& = (V,Z,P,S), com:

vV = {SA,B,C,a,b}
z = {ab}

P = {S—A|BA—aB|bS|b,B— AB|BaC— AS| b}

Aplicando-se o algoritmo de eliminagédo de n&do-terminaésmfio geram cadeias de

terminais, obtém-se:

No
N1
N2
N3

Marcus Ramos (UNIVASF)

=0

= {AC
{A.C.S
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Exemplo

Continuagdo

Logo,G' ={V',Z,P",S}, com:

V' = {SAC.,ab}
P = {S—AA—DbS|b,C— AS|b}
Note-se que o ndo-terminBlfoi eliminado deN uma vez que ndo é possivel derivar

qualquer cadeia de terminais a partir dele. AplicandoGe@Algoritmo 5.2, para a
eliminacédo de simbolos inacessiveis, obtém-se:

Vo = {S

Vi = {SA
V2 = {SAb}
V3 = {SAb}
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Exemplo

Continuagdo

eG’ ={V".Y" P’ S}, com:

v’ {SA b}
> = {b}
P/ = {S—AA—DbS|b}

Observe-se a eliminacéo dos simbdlbsa deV”, uma vez que eles ndo
comparecem em qualquer forma sentencial derivavel a pla8r G’ corresponde,
assim, a uma gramatica equivalen8,asenta de simbolos inacessiveis e indteis, €
L(G)=L(G")=Db".

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 11 de novembro de 2021 104/300



Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Producdes em vazio

Producbes em vazio s&o producdes da forma A — &, e a total

eliminacéo de producdes desse tipo de uma gramatica G naturalmente
SO é possivel se € ¢ L(G).
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Producbes em vazio

Teorema 5.2 “Toda linguagem livre de contexto que ndo contém a
cadeia vazia pode ser gerada por uma gramatica livre de contexto em
gue nao ha producbes em vazio.”

O Algoritmo 5.3 mostra como transformar uma graméatica G em outra
equivalente G/, isenta de produgBes em vazio. Se ¢ € L(G), entéo sera
admitida uma Unica producéo em vazio, cujo lado esquerdo
corresponde a raiz da gramatica, de modo que L(G') =L(G).
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Producdes em vazio

Algoritmo 5.3 “Eliminacéo de produgdes em vazio em gramaticas livres de
contexto.”

» Entrada: uma gramética livre de contexto-6(V,Z,P,S).
» Saida: uma gramatica livre de contextd & (N'UZ, %, P, S), tal que

L(G)=L(G)e
i) See ¢ L(G), entdo nédo ha produgdes em vazio emds
i) See € L(G), entdo a Unica producéo em vazio eé= — ¢, onde $é a

raiz de G e S néo aparece no lado direito de nenhuma producéo.
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Producdes em vazio

Método:

1. Ep+ {A|A—€c P}
i+ 1;
E « Ei_1U{A‘ A— X Xo.. XpePeX,Xs... Xy € Ei—l};
Se E # E;_1, entdo:

Q@ i—it+1;

@ Desviar para (3);
Caso contrario:

©® E—E_q;
5. PP« 0
6. P« {A—>BeP|B#c¢};

pwDN
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Producbes em vazio

7. Considerem-se as producées denB formato:
A— apB101B0; ... Byak, coma; € (V—E)*eB cE
A versao final do conjunto’Fé obtida acrescentando-se a sua versao
anterior o conjunto das producdes obtidas pela substitigds
simbolos B 1 < i < k por g, considerando-se todas as combinacdes
possiveis, sem no entanto gerar a producae: A.
8. Se & E, entdo:
@ P+ PU{S—S|e}
@ N« NU{S};
Caso contrario:
@ N «—N;
@ S+ S.
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Producbes em vazio

Este algoritmo implementa um mapeamento do conjunto P no
conjunto P/, em que as seguintes condi¢cdes sdo obedecidas:

© Producdes em vazio A — € € P séo eliminadas;

@ As producdes A— a € P, a = 010»...0,, G; €V, em que a contém
simbolos ndo-terminais que eventualmente derivam ¢, isto €,
g =" €, 1<i < n, sdo expandidas para contemplar todos os
possiveis casos de eliminacdo desses nao-terminais,
compensando assim a eliminacéo das producdes em vazio.
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Producdes em vazio

Os passos (1), (2), (3) e (4) do algoritmo buscam identificar o
subconjunto E dos elementos Ade N, EC N, tais que A="* ¢, eem
muito se assemelham aos Algoritmos 5.1 e 5.2 anteriormente
apresentados. Os passos (5), (6) e (7) realizam o mapeamento acima
descrito, eliminando as produc¢des em vazio e eventualmente
expandindo as demais producdes.
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Producbes em vazio

Observe-se que o fato de cada producéo de P ser considerada no
formato genérico:
A — agB1a1Boas .. .. Brag

visa isolar exatamente os ndo-terminais B;, tais que B; =* €. A seguir
s8o geradas, a partir de cada producéo deste tipo, 2K — 1 (no méaximo)
novas producdes distintas, cada qual correspondente a uma particular
combinacao de ndo-terminais B; substituidos por €.

Por fim, note-se que se Sc E, isso indica que € € L(G). Assim, para
que L(G') = L(G), um novo simbolo ndo-terminal S e a producéo

S — € sdo introduzidos em G’ no passo (8).
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Exemplo

Exemplo 5.2

Suponh&X — Yoz, comX,Y,Ze N, Y,Zc Eeo € Z. Entdo, esta regra da origem
as seguintes novas regras:

X — oZ
X — Yo
X = 0o

Suponha agor® — YZ comX,Y,Z e N eY,Z € E. Entéo, esta regra da origem as
seguintes novas regras:

X = Z
X =Y
Note que, em nenhum caso, a rejjra> € € gerada.
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Exemplo

Exemplo 5.3
Seja uma gramétida = (V,Z,P,S), com:
V. = {SABC}
> = {ahb}
P = {S—ABCA—BB|gB—CC|aC— AA|b}

Como se pode perceb& = {A,C,B,S}. Em conseqiiéncia, obtém-se o seguinte
conjunto de producde?:

{C — AA|A|Db,
B — CC|C|a
A — BB|B,

S — ABC|A|B|C|AB|AC|BC}

Pelo fato deS€ E, a produgd® — S| € deve ainda ser incorporad#4 resultando
assimG' = (VU{S},Z,P,S).
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Exemplo

Exemplo 5.4

Considere-se a gramatiG= (V,Z,P,S), com
vV = {S§BC}
z = {abcd}

P = {S—aBCB—bB|eC—cCc|d]|e}
Neste casd; = {B,C}. PortantoP’ se torna:

{B — bB]b,
C — cCc|cc|d,
S — aBC|aB|aC|a}

Comoe ¢ L(G), entdoG = (V,Z,P,9).
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Producdes unitarias

Produg@es unitarias séo producdes da forma A — B, em que Ae B
sdo ndo-terminais, e costumam ser descartadas das gramaticas livres
de contexto porque nada acrescentam as formas sentenciais as quais
sdo aplicadas, constituindo mera renomeacéao de simbolos (no caso,
de A para B).
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Producdes unitarias

Teorema 5.3 “Toda linguagem livre de contexto pode ser gerada por
uma gramatica livre de contexto isenta de producdes unitarias.”

O Algoritmo 5.4 mostra como transformar gramaticas livres de
contexto arbitrarias em outras equivalentes sem produgdes unitarias.
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Producdes unitarias

Algoritmo 5.4 “Eliminacéo de produgdes unitarias em gramaticas livres de
contexto.”

» Entrada: uma gramatica livre de contexto-&(V,Z,P,S).

» Saida: uma gramética livre de contexto & (V,%,P',S), tal que
L(G') = L(G) e G nédo contém producdes unitarias.
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Producdes unitarias

Método:

© Paracada Ac N, constréi-se Ntal que \\={Be N |A=*B} da
seguinte forma:
O No«+ {A};
Q i1
O N« N_jU{C|B—CePeBeN_1};
@ Se N#N;_;, entdo:
@D i—i+1;
@ Desviar para (1.c);
Caso contrério:
O Na+Nig;
QP+~ {AsacP|a¢N};
© Paratodo Be Np, se B a P, ea ¢ N, entdo P« PU{A— a}.
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Producdes unitarias

» O funcionamento deste algoritmo baseia-se inicialmente na
identificacdo e na associacéo de subconjuntos de N a cada
nao-terminal X da graméatica, sendo que cada elemento Y desse
subconjunto satisfaz & condi¢cdo X =* Y. Esses subconjuntos sdo
construidos no passo (1) do algoritmo.

» Observe-se que a condicdo X =* Y refere-se apenas a derivacdes
efetuadas exclusivamente através do emprego de producdes
unitarias. Em alguns casos, € possivel que tal condicao seja
satisfeita através do emprego de produg¢fes ndo-unitarias, isto €,
X=*a="*Y,|a] > 1, como ilustrado no Exemplo 5.5.
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Exemplo

Exemplo 5.5
Considere-se a gramatiGa

G = ({sXY.a},{a},P,9
P = {S—XY,

X —a,

Y — g}

A derivagadS=- XY = X, ou simplesment8=-* X, é feita sem o0 uso de regras
unitarias.
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Producdes unitarias

Para evitar situac6es como as do Exemplo 5.5, é suficiente garantir
gue a gramatica em questdo ndo possua regras em vazio, ou,
alternativamente, desconsiderar derivacdes que facam uso das
mesmas no calculo dos conjuntos Na (passo (1) do Algoritmo 5.4).
O conjunto P’ é construido nos passos (2) e (3). Ele é obtido pela
eliminagéo de todas as produgdes unitarias de P, preservando-se as
demais e criando novas produc¢des do tipo X =" a, onde Y € Nx e
Y — a € P. Isso implica “abreviar” uma sequiéncia de derivacoes,
substituindo cada derivacao que utilize producdes unitarias pela
derivagdo — utilizando as novas produgfes — que produz o efeito
final pretendido.
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Exemplo

Exemplo 5.6
Considere-s& = (V,Z,P,S), com o conjunto de regrdsseguinte:

{S - A|B|C,

A — aaAalB]|e¢,

B — bBb|b|C,

C — cCle}
Aplicando-se o Algoritmo 5.4, obtém-se:

Ns = {SAB,C}

Na = {AB,C}
NB = { B7 C}
Ne = {C}
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Exemplo

Assim,G' = (V,Z,P|S), eP' torna-se:
{S — aaAa|e|bBb|b]|cC,
A — aaAale|bBb|b]cC,
B — bBb|b|cC|e,
C — cCle}

A titulo de ilustracéo, considere-se a derivacédo da seatatigba Tomando-se como
base a gramatida, a seqiiéncia de derivacdes desta sentenca é:

S= A= aaAa= aaBa= aabBba= aabCba=- aabba

ao passo que, tomando-se como base a gramatica modifiGaglaequiéncia de
derivacao desta sentenca se torna:

S= aaAa= aabBba= aabba

(note-se como a eliminacdo de producdes unitarias “abradarivacdo da
sentenca).
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Ordem de aplicacao dos algoritmos

Os algoritmos de simplificacdo devem ser aplicados na seguinte
ordem (para que nao haja necessidade de reaplicacdo posterior):

© Eliminacio de regras vazias (Algoritmo 5.3);

@ Eliminacio de regras unitarias (Algoritmo 5.4);

© Eliminac&o de simbolos intteis (Algoritmo 5.1);

© Eliminacio de simbolos inacessiveis (Algoritmo 5.2).
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Ordem de aplicacao dos algoritmos

Justificativa:

© O Algoritmo 5.3 produz uma gramatica equivalente isenta de
regras vazias;

@ O Algoritmo 5.4 produz uma gramatica equivalente isenta de
regras unitarias e ndo introduz regras vazias.

© O Algoritmo 5.1 produz uma gramatica equivalente isenta de
simbolos inlteis e ndo introduz regras vazias nem regras
unitarias;

© O Algoritmo 5.2 produz uma gramatica equivalente isenta de
simbolos inacessiveis e ndo introduz simbolos indteis nem regras
vazias ou unitarias.
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Deteccéo de ciclos

Diz-se que uma gramatica livre de contexto isenta de producdes em
vazio é aciclica se e somente se ndo existir Ac N, tal que A="*A.
Caso contrério, diz-se que a gramatica é ciclica . O Algoritmo 5.4 pode
ser facilmente adaptado para detectar ciclos em graméticas livres de
contexto isentas de producdes em vazio, conforme apresentado no
Algoritmo 5.5.
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Deteccéo de ciclos

Algoritmo 5.5 “Deteccéo de ciclos em gramaticas livres de contexto isente
de produc¢bes em vazio”

» Entrada: uma gramética livre de contexto isenta de prodsgdma vazio
G=(V,Z,P,9).
» Saida: SIM, se G for ciclica. NAO, se G for aciclica.
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Simplificacdo de Gramaticas Livres de Contexto

Deteccéo de ciclos

Método:

© Para cada Ac N, constroi-se Ntal que Ny= {B < N | A=* B} da
seguinte forma:
O No« {B|A—>BecPeB#£A};
Q i+ 1
© Ni«N_1U{C|B—CePeBeN_ 1};
QO Se N#N,_1, entdo:
@ i—i+1;
@ Desviar para (1.c);
Caso contrério:
O Na« Ni_g;

@ SevAc N, A¢ Na, entdo NAO; caso contrario, SIM.
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Formas Normais para Gramaticas Livres de Contexto

Conceito

» Uma gramatica é dita normalizada em relacdo a um certo padrédo
guando todas as suas produc¢fes seguem as restricdes impostas
pelo padrdo em questao;

» E comum designar tais padrdes como formas normais

» Nesta secdo serdo definidas duas das formas normais mais
importantes para as gramaticas livres de contexto: a Forma
Normal de Chomsky e a Forma Normal de Greibach;

» Mostrar-se-a que toda e qualquer gramatica do tipo 2
corresponde a gramaticas equivalentes, expressas em ambas as
formas normais.
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Formas Normais para Gramaticas Livres de Contexto

Forma Normal de Chomsky

Diz-se que uma graméatica G = (V,Z,P,S) do tipo 2 obedece a Forma
Normal de Chomsky se todas as produc¢des p € P forem de uma das
duas formas seguintes:

O A—BCou
Q A—a

comA B, CeNeacz.
Se € € L(G), entdo admite-se S— & como Unica producdo em que €
comparece do lado direito.
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Formas Normais para Gramaticas Livres de Contexto

Forma Normal de Chomsky

Teorema 6.1 “Toda linguagem livre de contexto L pode ser gerada por
uma gramatica livre de contexto na Forma Normal de Chomsky.”

Seja G uma gramatica livre de contexto qualquer que gera L. Sem
perda de generalidade, considere-se que G nédo apresenta producdes
unitarias, simbolos inuteis e nem produg¢fes em vazio — exceto S— ¢,
se € € L(G). E possivel demonstrar formalmente (ver Hopcroft79) que
o0 mapeamento de G em G, a gramatica equivalente na Forma Normal
de Chomsky, pode ser efetuado através do Algoritmo 6.1.
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Formas Normais para Gramaticas Livres de Contexto

Forma Normal de Chomsky

Algoritmo 6.1 “Obtenc&o de uma gramatica livre de contexto na Forma
Normal de Chomsky.”

» Entrada: uma gramaética livre de contexto-6(V,Z,P,S) isenta de
producdes unitarias, simbolos inlteis e producdes em vazio

» Saida: uma gramatica livre de contextd & (V',Z,P’,S), na Forma
Normal de Chomsky, tal qugG) = L(G').
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Formas Normais para Gramaticas Livres de Contexto

Forma Normal de Chomsky

Método:
1. PP« 0
2. N < N;
3. SeA—+»BCeP, comAB,CeN, entdo A+ BCec P
4. SeA~ocecP,comAeN,0 €z, entdo A~ o € P
5. SeS—» eeP,entdo S+ e P
6. Para cada producéo g P da forma:

A— X1Xp,..., Xy, comnz 2

se X € Z, entdo criam-se novos nao-terminaiseYproducdes Y— X;
substituindo-se as ocorréncias depér Y em p. Acrescentam-se 0s
novos ndo-terminaisi¥a N’ e as novas producdes &.P
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Formas Normais para Gramaticas Livres de Contexto

Forma Normal de Chomsky

7. Para cada producgéo da forma:
A— X1 Xo,...,.Xp,comn>2e X eN,1<i<n
gerada no passo (6), criar um novo conjunto de ndo-termidaesde
producdes da forma:

{A — X]_Zl,
Z1 — Xy,

Zn_2 — Xno 1Xn}

acrescentando-os, respectivamente, aos conjuntesf\
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Formas Normais para Gramaticas Livres de Contexto

Exemplo

Exemplo 6.1

Considere-se a graméatiG= (V,%,P,S) comN = {E, T,F} e o conjunto de
producde® apresentado abaixo:

{E - E+T|T,
T — TxF|F,
F — (B)a}
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Formas Normais para Gramaticas Livres de Contexto

Exemplo

Da aplicagéo do algoritmo acima resuia= (V',Z,P’,S), com:

N/
=

Marcus Ramos (UNIVASF)

{E, T,F, Xo, X1, X2, X3, Wp, W1, W> }
{E—) EVVO|TW1|X2W2|E\,
Wo — XoT,

W; — XlF,

W, — EX3,

T— TW1|X2W2|a,

F— X2W2|a,

Xo — +,

X1 — *,

Xo — (,

X3 —))}"
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Formas Normais para Gramaticas Livres de Contexto

Forma Normal de Greibach

Diz-se que uma gramética livre de contexto G = (V,Z,P,S) obedece a
Forma Normal de Greibach se todas as suas producdes p € P forem
da forma:

A—oca,ccZaecN"

Se € € L(G), entdo admite-se S— & como Unica producdo em que €
comparece do lado direito. Como pré-requisito antes de
apresentarmos o teorema que mostra como converter gramaticas
livres de contexto quaisquer em equivalentes na Forma Normal de
Greibach, sera necessario apresentar um algoritmo que permita
eliminar recursdes a esquerda em gramaticas livres de contexto
quaisquetr.
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Formas Normais para Gramaticas Livres de Contexto

Forma Normal de Greibach

Eliminar recursdes a esquerda de uma gramatica livre de contexto
G=(V,Z,P,S) significa obter G' = (V',Z,P’,S), de modo que

L(G) =L(G') e nenhum A € N’ seja recursivo a esquerda. A eliminagéo
de recursdes a esquerda em gramaticas livres de contexto pode ser
feita através de um algoritmo cuja idéia basica consiste em
transformar G, com nao-terminais ordenados arbitrariamente, em G/,
de modo que X; — Xja pertence a P’ se e apenas se j > i.

Sem perda de generalidade, admite-se que a graméatica G de entrada
seja isenta de producdes unitarias, simbolos inuteis e producdes em
vazio.
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Formas Normais para Gramaticas Livres de Contexto

Forma Normal de Greibach

Teorema 6.2 “Toda linguagem livre de contexto L pode ser gerada por
uma gramatica livre de contexto na Forma Normal de Greibach.”

Pode ser desenvolvida a partir do Algoritmo 6.2, que permite a
conversao de uma gramatica livre de contexto qualquer em outra
equivalente na Forma Normal de Greibach.
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Formas Normais para Gramaticas Livres de Contexto

Forma Normal de Greibach

Algoritmo 6.2 “Obtencéo de uma gramatica livre de contexto na Forma
Normal de Greibach.

» Entrada: uma gramaética livre de contexto-6(V,Z,P,S) isenta de
producdes unitarias, simbolos inacessiveis, simboldsis(producdes
em vazio e recursdes a esquerda, tal que L(G).

» Saida: uma gramatica livre de contextd & (V',Z,P’,S) na Forma
Normal de Greibach, tal que(G) = L(G).
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Autématos de Pilha

Conceito

» Os autdmatos de pilha constituem a segunda instancia, em uma
escala de complexidade crescente, do modelo genérico de
reconhecedor introduzido anteriormente, prestando-se ao
reconhecimento de linguagens livres de contexto;

» Diferentemente dos autématos finitos, que ndo se utilizam da
memdaria auxiliar prevista no modelo genérico, os autdmatos de
pilha tém o seu poder de reconhecimento estendido, quando
comparado ao dos autdbmatos finitos, justamente pela
disponibilidade e pela utilizagdo de uma memaria auxiliar
organizada na forma de uma pilha.
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Autématos de Pilha

A pilha de um autdmato de pilha pode ser entendida como uma
estrutura de dados, de capacidade ilimitada, na qual a maquina de
estados é capaz de armazenar, consultar e remover simbolos de um
alfabeto préprio, denominado alfabeto de pilha , segundo a
convencdo usual para estruturas deste tipo (LIFO — “last-in-first-out”).
Quanto aos seus demais componentes e caracteristicas, o0 autbmato
de pilha se assemelha ao autémato finito anteriormente estudado.
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Autématos de Pilha

Definicao

Formalmente, um autémato de pilha pode ser definido como uma
sétupla M:
M= (Q’zv rv 5’q0720’ F)

onde:
Q é um conjunto finito de estados;
> éum alfabeto (finito e ndo-vazio) de entrada;
I é um alfabeto (finito e ndo-vazio) de pilha;
& € uma funcio de transicdo Q x (ZU{e}) x I — 29<";

Jo € o estado inicial de M, qp € Q;
Zo € o simbolo inicial da pilha, Zy € T;
F € o conjunto de estados finais de M, F C Q.

o

Dos sete elementos que comp&em este sistema formal, apenas trés
merecem explica¢éo adicional — d, I' e Zp —, uma vez que os demais
estdo em correspondéncia direta com o que ja foi estudado para o
caso dos autdbmatos finitos.
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Autématos de Pilha

Simbolo inicial da pilha

Note-se, inicialmente, a presenca de um alfabeto de pilha Tl e de um
simbolo inicial de pilha Zy. O alfabeto de pilha especifica os simbolos
que podem ser armazenados na pilha. Por convencao, um desses
simbolos, denotado Z;, representa o conteldo inicial da pilha toda vez
gque o autdmato de pilha principia o reconhecimento de uma nova
sentenca. Ao longo de sua operacéo, elementos de I' séo
acrescentados e/ou removidos da pilha, e seu conteudo total pode ser
interpretado, em um dado instante, como sendo um elemento de I'*.
Por convencao, cadeias de I que representam o contetido da pilha em
um determinado instante s&o interpretadas considerando-se os
simbolos mais a esquerda da cadeia no topo da pilha, e os simbolos
mais a direita da cadeia no fundo da pilha.
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Autématos de Pilha

Funcé&o de transicao

Observe-se que, a partir do formato geral apresentado acima para a
funcéo de transicdo 0 em autdbmatos de pilha ndo-deterministicos e
com transi¢cdes em vazio, € possivel extrair os seguintes casos
particulares, equivalentes aos estudados do Capitulo 3, para os
autdbmatos finitos:

» Autdmato de pilha deterministico sem transicbes em vazio:
0:QxIxlN—-QxTI*

» Autdbmato de pilha deterministico com transicdes em vazio:
0:Qx (Zu{e})xM—-QxTr*

» Autdmato de pilha ndo-deterministico sem transi¢cdes em vazio:
Qx I x — 29"

» Autdbmato de pilha ndo-deterministico com transicdes em vazio:
Qx (ZU{g}) x T —2xT
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Autématos de Pilha

Exemplo

Exemplo 7.1

Considere-s€ = {y1, s, 5, ya}. A cadeiayy1 yaya, por exemplo, representa o
conteddo da pilha conforme ilustrado na Figura 5. Note-gg/18e encontra no topo
da pilha e quey se encontra no fundo da mesma:

Topo da pilha —— Ys

Y1

Y4

Vs

Figura 5: Pilha com ponteiro de topo
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Autématos de Pilha

“Stack” x “pushdown”

Os dispositivos que fazem uso de pilha costumam definir a forma de
operacdo da mesma como uma das seguintes possibilidades:

» Pilha “Stack” : além das operacdes de empilhamento e
desempilhamento de elementos no topo da pilha (“push” e “pop”),
permite que os demais elementos da mesma sejam enderecados
diretamente, somente para consulta;

» Pilha “Pushdown” : permite o0 acesso apenas ao elemento
armazenado no topo da pilha, através das operacfes de
empilhamento e desempilhamento (“push” e “pop”). Nao permite
o enderecamento dos demais elementos da pilha.

A definicdo de autdmato de pilha neste texto considera que a sua
memdaria auxiliar seja uma pilha “pushdown”.
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Autématos de Pilha

Configuracao e configuracéo inicial

A configuracdo de um autébmato de pilha  é definida pelo seu estado
corrente, pela parte da cadeia de entrada ainda ndo analisada e pelo
contetdo da pilha. A configuracao inicial de um autdmato de pilha

€ aguela em que o autdmato se encontra no estado inicial qg, 0 cursor
se encontra posicionado sob a célula mais a esquerda na fita de
entrada e o contetdo da pilha é Zy. Algebricamente, a configuracao de
um autdmato de pilha pode ser representada como uma tripla

(g,a,y) € Qx Z* x I,

A configuragdo inicial para o reconhecimento de uma cadeia w é
representada como (o, W, Zp).
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Autématos de Pilha

Movimentacgao

» As possibilidades de movimentagédo de um autdmato de pilha em
uma dada configuracdo sao determinadas a partir de trés
informacdes: 0 seu estado corrente, o proximo simbolo presente
na cadeia de entrada e o simbolo armazenado no topo da pilha;

» Observe-se, pela definicdo da funcéo 9, a possibilidade de
movimentagdes em vazio, sem consumo de simbolos da fita de
entrada, e também a possibilidade de serem especificadas
transicdes nao-deterministicas;

» Note-se também a obrigatoriedade, imposta por essa formulacao,
de se consultar o simbolo presente no topo da pilha em toda e
qualquer transicao efetuada pelo autbmato.
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Autématos de Pilha

Movimentacgao

» Apés a aplicacao de uma transicao, o cursor de leitura sofre um
deslocamento de uma posicéo para a direita, e o simbolo
presente no topo da pilha é removido, sendo substituido pela
cadeia de simbolos especificada no lado direito da transicao;

» No caso de transi¢des em vazio, em que nao ha consulta de
simbolo na fita de entrada, a posi¢do do cursor permanece
inalterada apds a sua aplicacao.
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Autématos de Pilha

Movimentacgao

» Desejando-se efetuar alguma transicéo de forma independente
do contelido do topo da pilha, torna-se necessario especificar
para cada elemento do alfabeto de pilha uma transicao que efetue
0 mesmo tratamento do simbolo de entrada, removendo e
reinserindo o mesmo simbolo da pilha, simulando assim uma
transicdo independente do conteddo da pilha.
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Autématos de Pilha

Autdmato deterministico

Para cada tripla (g, 0,y) pertencente ao dominio da funcéo &, o
elemento &(q, 0, y) pode conter zero, um ou mais elementos de Q x I'*.
Considere-se inicialmente o0 caso em que o # €. Havendo zero
elementos em 6(q, g, y), isso indica que ndo ha possibilidade de
movimentacao a partir da configuracdo considerada. Havendo um
unico elemento, isso significa que ha apenas uma possibilidade de
movimentagao e, portanto, a transi¢cao é deterministica. Quando todas
as transi¢cdes de um autdmato de pilha sdo deterministicas, diz-se que
0 mesmo é deterministico
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Autématos de Pilha

Autdmato nao-deterministico

Nos casos em que ha mais de um elemento em 6(q, 0, YY), iSSO
significa que ha mais de uma opcao de movimentacao a partir desta
configuragéo, e entdo a transi¢ao é dita ndo-deterministica. Havendo
pelo menos uma transicdo ndo-deterministica, diz-se que o autdmato
de pilha é ndo-deterministico
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Autématos de Pilha

Autdmato nao-deterministico

Autbmatos de pilha ndo-deterministicos e com transicdes em vazio
apresentam um comportamento dindmico deterministico quando as
duas seguintes condicdes forem simultaneamente verificadas:

@ VqeQ yer, se|d(g.e,y)| > 1, entdo [5(q,0,Y)| =0, Vo € Z;
Q vVgeQ,yerl, oezU{e},[0(q,0,y) <L

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 11 de novembro de 2021 155/300



Autématos de Pilha

Determinismo x nao-determinismo

» Diferentemente do que foi visto para o caso dos autdmatos finitos,
no que se refere a equivaléncia dos modelos deterministico e
nao-deterministico quanto a classe de linguagens que séo
capazes de reconhecer, os autdmatos de pilha ndo apresentam
correspondente equivaléncia;

» Conforme sera visto mais adiante, os autbmatos de pilha
deterministicos sdo capazes de reconhecer apenas um
subconjunto das linguagens livres de contexto;

» Por esse motivo, exceto por ressalvas em sentido contrario, 0s
autdbmatos de pilha mencionados daqui em diante serdo
ndo-deterministicos.
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Autématos de Pilha

Movimentacgao

A movimentacdo de um autdmato de pilha de uma configuracédo para
a configuracdo seguinte é denotada pelo simbolo “~", que representa
arelagao:

FQxZ"xIM—QxZ* xTI”
Estando o autbmato de pilha em uma configuracéo (g, oa, @y), com
geQ ocz,aes, el e yerl*, suamovimentagdo a partir dessa
configuracdo para a seguinte, como decorréncia da aplicacdo de uma
transi¢éo 6(qi,0,¢) = (q;,n), com n € I'*, é representada por:

(g,0a,9y) - (q,a,ny)
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Autématos de Pilha

Movimentacgao

A aplicacao de transi¢cdes em vazio, em que ndo ha consumo de
simbolo, é representada de maneira similar atraves de:

(g, a,9y) = (q,a,ny)

Da mesma forma que no caso dos autdématos finitos, a aplicacao de
zero ou mais transi¢des entre duas configuracdes quaisquer é
representada através do simbolo +*, e a aplicacdo de ho minimo uma
transicdo, por intermédio do simbolo .
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Autématos de Pilha

Configuracao final

A configuracéo final de um autdbmato de pilha  costuma ser
caracterizada de duas maneiras distintas, porém equivalentes. Na
primeira delas, exige-se 0 esgotamento da cadeia de entrada e
também que o autdmato atinja um estado final. Nesta caracterizagéo,
0 conteudo final da pilha é irrelevante. Na segunda caracterizacao,
exige-se o0 esgotamento da cadeia de entrada e também que a pilha
tenha sido completamente esvaziada, hdo importando que o estado
atingido seja final ou ndo-final.

Dependendo do tipo de definicdo adotada para caracterizar a
configuracdo final de um autdmato de pilha, é possivel definir, também
de duas maneiras distintas, a linguagem aceita pelo dispositivo.
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Autématos de Pilha

Critério de aceitacao “estado final”

A linguagem aceita por um autdbmato de pilha M, com base no critério
de estado final , denotada L(M), € definida como:

L(M) ={we z"|(qo,W,Z0) =" (Q,¢,y),q€ F,ye "}
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Autématos de Pilha

Critério de aceitacao “pilha vazia”

Analogamente, a linguagem aceita por um autémato de pilha M, com
base no critério de pilha vazia , denotada V(M), é definida como:

V(M) ={we Z* | (do,W,Zo) H* (q,€,€),9 € Q}
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Autématos de Pilha

Notacao

Com o intuito de facilitar a leitura do texto no restante deste capitulo,
as transi¢cdes de um autdmato de pilha serdo denotadas como:

(d,0,X) — (g, Y)

indicando, com isso, o par ordenado ((q;, 0, X), (¢, y)) pertencente a
funcéo &, ou, simplesmente, 5(q;, g,X) = (g, y).
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Autématos de Pilha

Diagramas de estado

Convém, neste ponto, introduzir uma extensédo na notagéo dos
Diagramas de Estado estudados para o caso dos autdbmatos finitos,
com o intuito de permitir a representacao grafica também dos
autdmatos de pilha. Diferentemente dos Diagramas de Estado
definidos para os autématos finitos, os arcos entre dois estados pe g
séo rotulados com cadeias da forma:

(0,2)/]y,comoex,Zcleyel”

para cada producéo &(p,0,Z) = (q,Y).
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Autématos de Pilha

Exemplo 1

Exemplo 7.2

SejaMg o0 autdmato de pilha deterministico apresentado abaix@eahlo por meio
do Diagrama de Estados da Figura 6, cujo critério de aceide&entencas é
baseado no esvaziamento da pilha.

Q = {Qo,a}
> = {ab}
5 = {(g,a2Z0)— {(qo,X)},

(90, & X) — {(go, XX)},

(do,b,X) — {(q1,€)},

(1, 0,X) = {(a1,€)},
{

(o, €:Z0) — {(00,€)} }
F = 0
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Autématos de Pilha

Exemplo 1

(a,Zo)/ X, (a,X)/ XX, (€, Zo) /¢

()
@ (b, X)/e 0‘ (5. X)/e

Figura 6: Autdmato de pilha Mg para a"b" comn>0

> Este autdbmato aceita a linguageth¥, comk > 0, que é ndo-regular e livre de
contexto;

» Mg opera empilhando tanto§quantos sejam aas que ele encontra na cadeia
de entrada. Em seguida, ele desempilhaXupara cad#d encontrado na cadeia
de entrada. Dessa forma, o critério de aceitacao por pithia garante que os
bs ocorrem depois da@s e, além disso, que a quantidadeade igual a
quantidade dés.
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Autématos de Pilha

Exemplo 1

> Cadeias aceitas ptfo:

> & (0o,&,2Z0) - (qo, €, €)
> ab: (q07ab720) = (q07b7x) = (Q17575)
> aabh (gp,aabh Zy) F (do,abb X) F (go, bb, XX) F (g1,b, X) - (qy, €, €)

» Cadeias rejeitadas pMyo:

> ba: (qo, ba Zo)

> abhx (go,abb,Zp) F (0o, bb,X) - (g1, b, €)

> aba (go,aba Zp) F (0o, ba, X) - (a1, a,€)

> aal (qo,aahb Zo) - (do,ab, X) - (qo, b, XX) - (qs, €, X)
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Autématos de Pilha

Exemplo 2

Exemplo 7.3

SejaM; o autdmato de pilha deterministico abaixo discriminadm critério de
aceitacao de sentencas é baseado no esvaziamento da pilha.

Q = {do,m}
> = {ahb,}
r = {%,C}
5 = {(do,aZo) —{(q0,CC%)},

(do,a,C) — {(qo,CCC},
(%o, b, Zo) — { (01, Z0)},
(Go,b,C) = {(a1,C)},
(01,¢,C) = { (a1, )},
(1,€,2Z0) — {(a1,€)} }

F =0
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Autématos de Pilha

Exemplo 2

(a, Z0)/CCZy, (a,C)/CCC

(b, Z0)/ 2, (b,C)/C
@i) (c,C) /e, (€, Z0) /€

Figura 7: Autémato de pilha M, para abcZ, comi >0
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Autématos de Pilha

Exemplo 2

Deve-se notar, em primeiro lugar, que o determinismo deséeeto decorre do fato
de que a fungdd exibe no maximo um elemento para cada combinagao possivel
estado, simbolo de entrada e simbolo no topo da pilha, e tarpbsgue inexistem
transicdes em vazio que se refiram a pares de estado e sinoltolpanda pilha
considerados nas transi¢cdes ndo-vazias: note-se quesatiamsicdo em vazio deste
autdbmato ocorre no estadg, com um simbolo do alfabeto de pil(i&,) diferente do
utilizado na transi¢éo nao-vazia desse mesmo esgt@do

A linguagem definida pa¥; é:

Vl(Ml) = {WE z | (quW7ZO) = (q’£78)’q € Q}

Como conseqiiéncia, o conjunto de sentencas capazes deic@stiel autdmato a
configurac@es finais, com base no critério de pilha vaziartapio a linguagem por
ele definida, é o seguinte:

Vi(M;) = {abc® |i >0}
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Autématos de Pilha

Exemplo 2

Considerem-se algumas sentencgas desta linguagem e gooteate seqiéncia de
movimentos executada pelo autbmato durante o seu recometc:
© Sentencab
MOVimentos:(q07 b7 ZO) |_ (qla 87 ZO) |_ (q17 8, E)
@ Sentencaabcc
Movimentos:(do,abcc Zo) - (go,becc CCZ) - (au,cc,CCZ) = (a1,¢,CZ)
(1. €,Z0) & (0, €, €)
© Sentencaaabccce

Movimentos:(gp,aabccceZy) + (go,abccccCCZ) - (go, bececg CCCC2%)
(01, cceg CCCC%) + (gp,ccq, CCCH) = (gi1,¢c,CCL)
(d1,¢,C2) & (0, €,20) - (G, €, €)

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 11 de novembro de 2021 170/300



Autématos de Pilha

Exemplo 2

Tome-se agora como exemplo duas sentengas que nao perelingoagem
definida por este autémato, e as correspondentes sequédadasfiguracdes:
© Sentencaabccc
Movimentos:
(0o, abcec Zp) = (qo, beceg CCZ) - (qp,ccq CCZ) - (a1,¢¢,CZp) H
(QL C7ZO)
@ Sentencaaabcce

Movimentos:(gp,aabcccZp) = (go, abccc CCZ) + (qo, beccg CCCC%) =
(91, ccg CCCC%) - (qu,¢c,CCCZ%) - (q1,¢,CCZ) F (a1, €,C)
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Autématos de Pilha

Exemplo 3

Exemplo 7.4
O autdbmatdM, ilustrado na Figura 8, com critério de aceitagcao baseado no
esvaziamento da pilha, reconhece a linguagem:

Va(My) = {a®bc | i > 0}

(a,X)/XX

Figura 8: Autdbmato de pilha do Exemplo 7.4
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Autématos de Pilha

Exemplo 4

Exemplo 7.5

Considere-se 0 autdmato de pilha ndo-determiniiga seguir apresentado, cujo
critério de aceitacdo de sentencas é baseado em estado final.

Q

>
r
o

F

Marcus Ramos (UNIVASF)

{q07q17q27q37q4}

{a,c}

{Z,C}

{(g0,a,Z0) = {(01,CC%), (92,C)},
(a1,8,C) — {(q1,CCO)},

d1,¢,C) — {(0s,€)},

(d2:8,C) = {(02,CC)},
(92,¢,C) = {(gs,€)},
(43,¢,C) — {(gs,€)},

(Q3,8 Zy) — {(da,20)}}

{04}
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Autématos de Pilha

Exemplo 4

(a,C)/CC
Figura 9: Autdbmato de pilha do Exemplo 7.5

Ls(M3) = {ad |i>1e(j=iouj=2i)}
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Autématos de Pilha

Exemplo 4

A operacao deste autbmato é exemplificada a seguir atravésaithecimento das
seguintes sentencas:

© Sentencaaacc

Movimentos:(qo,aacc Zp) - (02,acc CZ) F (gz,cc,CC%) + (gs,c,Cp)
(q378aZO) F (Q475,ZO)

@ Sentencaaacccc

Movimentos:(qo,aaccccZy) + (g1,accccCC2%) + (g1, cceg CCCC%) - (s,
ccg CCC2%) k- (as,cc,CCh) - (as,¢,Co) - (a3, €,20) - (da, €, Zo)

Note-se que o reconhecimento, em ambos os casos, pdde ssubedido ja na
primeira seqUéncia de movimentos, uma vez que a escolhardagtfio a ser aplicada
na configuracéao inicial foi corretamente “adivinhada” naaglsituacées.
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Autématos de Pilha

Exemplo 4

No entanto, a escolha da transicdo a ser aplicada na corfiguracial do primeiro
caso poderia ter sido diferente da apresentada, e nesteaaseria 0 seguinte:

© Sentencaaacc
Movimentos:(qo,aacc Zp) - (ql,acc CC%) - (qi,cc, CCCC%) +-
(Q3,C, CCC%) F (Q3,£,CCZO)
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Autématos de Pilha

Exemplo 4

(q, aace, Z,)
L D
(q,, acc, CCZ) (q,, acc, CZ,)
v v
(q;, cc, CCCCZ,) (q,, cc, CCZ,)
A\ \4
(q;, ¢, CCCZ) (95, ¢, CZy)
\4 \4
(g3, & CCZ) (95 & Z)
v v
[Fracasso] @ & Zy)
v
[Sucesso]

Figura 10: Aceitacdo em autdmato de pilha ndo-deterministico do Exemplo
7.5
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Autématos de Pilha

Exemplo 4

Considere-se, agora, o caso de uma cadeaae— que nao pertenca a linguagem
definida por este autémato. Conforme ilustrado na Figura tdjeic&o desta cadeia
ocorre apenas apos o fracasso do reconhecimento em todagiéssias possiveis
de movimentacao (duas, para este autbmato):

(q> 2ac, Z,)
L D
(q;, ac, CCZ,) (9, ac, CZ,)
A
(q,, ¢, CCCCZ,) (Q» CYCCZO)
v v
(5 & CCCZ,) (a5 & CZy)
v v
[Fracasso] [Fracasso]

Figura 11: Rejeigdo em autdmato de pilha ndo-deterministico do Exemplo
7.5
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Autématos de Pilha

Exercicios

Obter autdmatos de pilha (deterministicos ou ndo-deterministicos) que
aceitem cada uma das seguintes linguagens:

Q {ab'|i > 0}, com aceitagfo por estado final;
@ {ab'|i > 0}, com aceitagéo por pilha vazia;
© {ab'|i > 1}, com aceitagfo por estado final;
@ {ab'|i > 1}, com aceitagéo por pilha vazia;
@ {a'b*}, com aceitagéo por estado final;

@ {a'b*}, com aceitagéo por pilha vazia;

@ {ab*c|i >0}, com aceitacio por estado final;
Q {ab*c|i >0}, com aceitago por pilha vazia;
© {ab*c|i > 1}, com aceitacio por estado final;
@ {ab*c'|i > 1}, com aceitaco por pilha vazia.
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Autématos de Pilha

Transicbes em vazio

Para finalizar, cumpre notar que, de acordo com a definicéo, os
autdmatos de pilha sdo capazes de efetuar movimentos
independentemente da existéncia de simbolos na fita de entrada,
através das chamadas transi¢cdes em vazio, ao passo que o
esvaziamento da pilha necessariamente impede qualquer
possibilidade de movimentacao futura. Ambos estes fatos serdo
utilizados em seguida para demonstrar a equivaléncia dos critérios de
aceitacao por estado final e por pilha vazia.
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Critérios de Aceitacéo

Equivaléncia dos critérios de aceitacéo

A classe de linguagens aceita por autbmatos de pilha
nao-deterministicos com critério de aceitacdo baseado em estado final
€ idéntica a classe de linguagens aceita por autdmatos de pilha
néo-deterministicos com critério de aceitagdo baseado em pilha vazia.
A importancia desse resultado deve-se a liberdade de escolha que ele
oferece quando se pretende demonstrar algum teorema relativo aos
autdmatos de pilha e as linguagens livres de contexto, podendo-se
optar indistintamente entre um e outro critério de aceitagdo, sem
prejuizo para a sua generalizacao.
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Critérios de Aceitacéo

Estado final = pilha vazia

Teorema 8.1 “Seja M um autdmato de pilha ndo-deterministico com
critério de aceitagdo baseado em estado final. Entdo, é possivel
definir um autémato de pilha ndo-deterministico M’ com critério de
aceitacdo baseado em pilha vazia, de modo que L(M) =V(M’)”

O Algoritmo 8.1 apresenta um método para se efetuar tal conversao.
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Critérios de Aceitacéo

Estado final = pilha vazia

Algoritmo 8.1 “Obtenc&o de um autdmato de pilha baseado em critério de
aceitacdo de pilha vazia a partir de outro baseado em ciitéie estado
final”
» Entrada: um autémato de pilha ndo-deterministico
M= (Q,Z,I",d,00,Z0o,F), com critério de aceitagdo baseado em estad
final.
» Saida: um autdmato de pilha ndo-deterministico
M’ = (Q,z,I,8,04,25,0), com critério de aceitacéo baseado em pilh
vazia.
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Critérios de Aceitacéo
Estado final = pilha vazia

Método:

@ Q + Qu{av,qy} (supondo-se, sem perda de generalidade, que
QN{av. gt =0);
Q "+ ru{zy} (supondo-se, sem perda de generalidade, que
rn{z} =0y
© Funcio de transicad’:
@ 50
9 8'(dp, €,25) + {(do, Z0Zp) };
8'(0,0.9) < 6(0,0,9), VqeQ el o€ (ZU{e});
5'(g,&,9) « 3 (q,6,9)U{(an,€)}, VaeF,pe (TU{Z});
9 O'(av.€,9) + {(av. &)}, Voe (TU{Z}).
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Critérios de Aceitacéo
Exemplo

Exemplo 8.1

Considere-se o autdmato de pilila

Q =

>
r
o

Marcus Ramos (UNIVASF)

{00, 01,02}

{a,b,c}

{Zo,A B}

{(90,8,20) = {(do,AZ)}, (q1,8,A) — {(q1,€)},
(do,&A) = {(do,AA) }, (a1,b,B) — {(q1,€)},
(do.a,B) — {(do,AB)}, (a1, €,Z0) — {(2, )},
(9o, b,Z0) — {(do,BZ0)}, (do, b, A) — {(do, BA)},
(Go,b,B) — {(do,BB)}, (0o, C,Z0) — { (2, )},
(G0, ¢, A) = {(a1,A)}, (do, ¢, B) — {(a1,B)}}
{02}
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Critérios de Aceitacéo

Exemplo

(3720)/AZO (b7B)/87(a7A)/£

Figura 12: Autbmato M com critério de aceitacdo de estado final

A Figura 12 ilustravl na notacao dos Diagramas de Estados. A linguagem definid
por ele é{acaR | a € {a,b}*}.
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Critérios de Aceitacéo

Exemplo
M= (@.51,8,60,%.0)
Q@ = {0, % %G}
M = {z.ABZ)}
& = {(60,a2Z0) — {(d0,AZ)}, (a8 A) — {(dz,€)},

(do,a,A) — {(do, AA)}, (a1, b,B) — {(a1,€)},
(0o, a,B) — {(do. AB)}, (t1. €. Zo) — {(d2, )},
(0o, b,Zo) — {(g0,BZ0)}, (do, b. A) — {(a0. BA)},
(do, b, B) — {(do. BB)}, (do. €, Zp) — {(t2. &)},
(do,c.A) — {(a1,A)}, (d0,¢,B) = {(a1.B)},
(d0.8,20) = {(do,Z0Zp)},

(d2.6,20) = {(av, &)},

(a2, €,Z0) — {(av, &)},

(02, ,A) = {(av. &)},

(ap,€,B) = {(av, £)},

(av.&,29) = {(av. )},

(v, €,Z0) = {(av,€)},

(av,&,A) — {(av.€)},

(av,£,B) = {(av.)}}
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Critérios de Aceitacéo

Exemplo

(b,B)/¢g,(a,A)/¢e

(a.20)/AZ....
(€.2y)/ 202 Q (c.B)/B,(c,A)/A

(c.Zo)/e
(8,20)/

(8,20)/¢, ...
Figura 13: Autdbmato M’ equivalente com critério de aceitacdo de pilha vazia

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 11 de novembro de 2021 188/300



Critérios de Aceitacéo

Pilha vazia = estado final

Teorema 8.2 “Seja M um autdmato de pilha ndo-deterministico com
critério de aceitagdo baseado em pilha vazia. Entdo, é possivel definir
um autdbmato de pilha ndo-deterministico M’ com critério de aceitacado
baseado em estado final, de modo que V(M) =L(M’)”

O Algorimo 8.2 apresenta um método para se efetuar tal conversao.

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 11 de novembro de 2021 189/300



Critérios de Aceitacéo

Pilha vazia = estado final

Algoritmo 8.2 “Obtencéo de um autdmato de pilha baseado em critério de
aceitacdo de estado final a partir de outro baseado em cdtéé pilha
vazia”

» Entrada: um autémato de pilha ndo-deterministico
M= (Q,Z,I",d,00,Zo,0), com critério de aceitacdo baseado em pilha
vazia.

> Saida: um autdmato de pilha ndo-deterministico
M’ = (Q,Z,I",0,qy,Zy, F), com critério de aceitagcdo baseado em
estado final.
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Critérios de Aceitacéo
Pilha vazia =- estado final

Método:
Q@ Q + QU{a,q} (supondo-se, sem perda de generalidade, que Q
{ar, 00} = 0);
Q '+ ru{zy} (supondo-se, sem perda de generalidade, que
rn{Zy} =0);
Q F={a}
© Funcao de transicad’:
@ O« 0
2] 5/(q6,8,26) «— {(QO7ZOZ6)};
© 0(9,0,9)«06(0,0,9), YaeQ@el, o€ (ZU{e});
O J'(a,e,Z) « {(ar.€)}, VaeQ.
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Critérios de Aceitacéo

Exemplo

Exemplo 8.2
Considere o autbmato de pilha da Figura 14, cujo critéricceé@éacdo é baseado em
pilha vazia.

(8,.20)/X

g‘ (a,X)/XX
9

(b,X)/e
Figura 14: Autdmato M com critério de aceitacdo de pilha vazia
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Critérios de Aceitacéo

Exemplo

A linguagem aceita por este autdmato € constituida pelasrsgs sobréa, b} que
contém a mesma quantidade de simbaled e, além disso, cuja quantidade
acumulada de simbol@sseja sempre maior que a quantidade de simbmlos
contando-se os simbolos que formam a sentenca, da esqaeadadireita.
Exemplos de cadeias aceitas s@ababbhab e abaababb Exemplos de cadeias nac
aceitas saa, ba, aaabbe abbbbaaa

Aplicando-se o Algoritmo 8.2 de converséo do critério detacéo, obtém-se um
novo autdbmato que reconhece a mesma linguagem e cujo@@tbaseado em
estado final (Figura 15).
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Critérios de Aceitacéo

Exemplo

(b,X)/ (a,X)/XX

Figura 15: Autdmato M’ equivalente com critério de aceitacéo de estado final
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

Equivaléncia entre GLCs e APs

Inicialmente, mostra-se que para qualquer gramatica livre de contexto
€ possivel definir um autdmato de pilha ndo-deterministico que
reconhece exatamente a mesma linguagem gerada pela gramatica. A
seguir, é apresentado o resultado inverso, ou seja, de que toda e
qualquer linguagem aceita por um autdémato de pilha
nao-deterministico pode ser gerada por uma gramatica livre de
contexto.
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

GLC = AP

Teorema 9.1 “Seja G uma gramatica livre de contexto. Entéo é
possivel definir um autdmato de pilha ndo-deterministico M, com
critério de aceitacdo baseado em pilha vazia, de modo que
V(M) =L(G)”"

Considere-se G = (V,Z,P,S). O Algoritmo 9.1 mostra como obter o
autdbmato M a partir de G.
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

GLC = AP

Algoritmo 9.1 “Obtencdo de um autdmato de pilha ndo-deterministico a
partir de uma gramatica livre de contexto qualquer.”
» Entrada: uma gramatica livre de contexto-6(V,Z,P,S);
» Saida: um autdmato de pilha ndo-deterministico
M= ({q},Z,V,d,q,S 0) com critério de aceitacdo de pilha vazia, tal
que M) = L(G);
> Método:
© Funcio de transigio:

D o0
@ 3(g.5A) ={(qy) |A—yeP}VACN,yc V"
O 94(q,0,0)={(q,¢)},Vo ez
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

GLC = AP

>

Note que Q={q}, N =V, Zy=Se F =0,

Autbmatos construidos segundo este critério operam através da
repetida substituicdo dos simbolos nao-terminais no topo da
pilha, sem consumo de simbolos da fita de entrada, até que surja
um simbolo terminal do topo da pilha;

Nesta configuracéo, a sua remoc¢éo é condicionada a presenca do
mesmo simbolo na posicdo de leitura correntemente apontada
pelo cursor da fita de entrada;

Autbmatos construidos segundo este critério também simulam a
sequéncia de derivacdes mais a esquerda que seria feita pela
gramatica correspondente na geracdo da mesma sentenca.
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

Exemplo

Exemplo 9.1
Considere-se a gramatica das expressodes aritméticas:

(E — T|T+E,
T — F|FxT,
F - (B)a}
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

Exemplo

Aplicando-se o Algoritmo 9.1, obtém-se o autdmato de piflia-deterministico cuja
funcéo de transicdo é:

{(@.&E) — {(a,T),(@T+E)},
(9e,T) — {(aF),(@F=T)},
(a.&,F) — {(a.(E), (aa)},
(gaa) — {(a8)]},
a0 — {(ae}
@).)) — {8}
@,+.+) — {(ae},
(@) — {(a,€)}}
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

Exemplo

Entre as varias possibilidades de movimentagéo que essaaiotpossui para a
cadeia de entrada+ ax* a, € que simulam derivacdes mais a esquerda na gramatic
seqliéncia abaixo conduz o autbmato a aceitagdo da mesma:

(q,a+axa,E)= (q,a+axa,T+E)=(q,at+axa,F+E)= (q,ataxa,a+E)=
(g,+axa,+E)= (g,axa,E) = (g,axa,T) = (g,axa,F«T) = (q,axa,a*xT) =
(9.%a,*T) = (0,8 T) = (0,8, F) = (q,a,8) = (Q,€,¢€)
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

AP = GLC

Teorema 9.2 “Seja M um autdmato de pilha com critério de aceitacao
de pilha vazia. Entdo é possivel definir uma gramatica livre de
contexto G, de modo que L(G) =V(M)”

SejaM = (Q,%,I',9,q0,Z0,0). A gramatica G = (V,Z,P,9), tal que
L(G) =V(M), pode ser obtida pela aplicagédo do Algoritmo 9.2.
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

AP = GLC

Algoritmo 9.2 “Obtencéo de uma gramatica livre de contexto a partir de ur
autdbmato de pilha”

» Entrada: um autdbmato de pilha M (Q,Z,I", d,0o, Zo, ) com critério
de aceitacdo de pilha vazia,

» Saida: uma gramética livre de contexto=xV,Z,P,S), tal que

L(G) =V(M);
> Método:
O N« {[aZa]| g,k Qe Ze MIu{S);
Q P~u0;
O va,ueQoesu{e},Z2,Z,.... ZeT,se{(h,Z1...Z)} C 6(q,0,2),
k> 0, entéo:

P« PU{[0Z01] = 0[01Z102][02Z2083] . - . [OkZkOk+1] }
para toda e qualquer sequéncia de estadgsg ..., gk, k1 qUE possa
ser obtida a partir de Q (repeticdes sdo permitidas);

Q P+~ PU{S— [00Zq]},Yq€ Q.
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

AP = GLC

E possivel demonstrar formalmente (ver Hopcroft79), por inducio
sobre a quantidade de derivacdes efetuadas através de G, que a
gramatica assim definida gera exatamente a mesma linguagem aceita
pelo autdbmato, ou seja:

(0o,%,Zo) F* (0,€,6) se esomentese S="Xx
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

Exemplo

Exemplo 9.2
SejaM = ({qo, 01}, {a,b}, {X,Zo}, 9,00, Zo,0), representado na Figura 16.

(8,20)/XZo (b,X)/e

(a,X)/XX (b.Z0)/€
Figura 16: Autdbmato de pilha M do Exemplo 9.2
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

Exemplo

A obtencgéo dé&5, tal quelL (G) = V(M), tem como ponto de partida as regras:

S — [doZoQo]
S — [0oZoqi]
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

Exemplo

Parad(do,a,Zo) = (do, XZo), considerafqoZo__| — a[qoX_|[__Zo__] comas
listas(qo, do), (0o, dl1), (d1,00) € (d1,091), gerando:

[GoZoto] —  a[goX0p][doZod0]
[oZod1] —  @[0oXao][doZod]
[doZodo] —  a[doXan][0hZoGo]
[GoZotn] —  a[goXah][01Zo]
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

Exemplo

Parad(do,a, X) = (go, XX), considerafgoX__] — ajgeX__][__X__] com as listas
(4o, o), (Go, 1), (d1,T0) € (g, 01), gerando:

[GoXcp] —  algoXap[doXap]
[QoXan] —  a[0oXdo][doXay]
[GoXcp] —  algoXah][q1X0p]
[oXan] —  algoXan[qiXau]
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

Exemplo

Parad(do, €,X) = (01, X), considerafgoX__| — [q1X__] com as listagdp) e (1),
gerando:

[91Xqp]
[q1Xay]

[GoXap]

_>
[QoXan] —
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

Exemplo

Parad(qgs,b,X) = (qi,€):

[ Xau] — b
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

Exemplo

Parad(qi, €,X) = (g1, XX), considerafonX__| — [qaX__][__X__] com as listas
(4o, o), (Go,1), (d1,T0) € (q1,01), gerando:

[1Xqp] — [ X0p][GoXp]
[qiXa] —  [daX0p][GoXch]
[1Xq] —  [aXan][q1X ]
[Xan] —  [oaXon][quXch]
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

Exemplo

Paraa(qb b7ZO) = (QL 8):

[Q1Z001) — b
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

Exemplo

A renomeacéao dos simbolos ndo-terminais e o agrupamentegtas produz como
resultado o conjunto:

A|B

aCA| aDE
aCB| aDF
aCC|abG| G
aCD|aDH |H
b

GC|HG
GD|b|HH

I O TMOO wD>»wym
R )
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

Exemplo

Finalmente, a eliminacdo de simbolos inacessiveis e gdsulta em:

S - B

B — aDF

D — aDH|H
F = b

H — b|HH

ousejaL(G) =V(M)={ab |i>1ej>i}.
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

Exemplo

Apresenta-se agora uma particular seqiiéncia de movimefetosda poM durante
o reconhecimento da senterag@bbbb

(Go, aabbbhbZo) I- (g, abbbh XZp) F (go, bbbl XXZ) = (a1, bbbl XXZ) +
(02, bbl XZp) F (g12,bbly XXZ) = (a1, bb, XZ0) F (01,0, Z0) F (1, €, €)

A correspondéncia entfg@ e M pode ser ilustrada através da analise da seqiiéncia
derivagGes mais a esquerda obtida para esta mesma eatiéiah e de sua
comparacao com a seqiiéncia de movimentos efetuados p@toaatconforme
apresentado acima:
S = [doZoq1] = a[qoXth][q1Z001] = a&lqoXau ][0 Xan][1Zoqs] =
aalqaXan][q1Xch][01Z001] = aabjgaXon ][ Zoas] =
aablgiXa][q1Xan] [q1Zoc] =
aabbga Xon [ Zoas] =
aabbla1Zoa] =
aabbbb
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Gramaticas Livres de Contexto e Autdmatos de Pilha

Exemplo

Observe-se que as formas sentenciais obtidas atrav@sndste exemplo, estéo
diretamente relacionadas as configuracdes assumidé&gquarcada etapa do
reconhecimento da cadeia considerada. Note-se, portparg@, “simula”, através de
uma sequéncia de derivagdes mais a esquerda, a seqUén@gidentos que
conduzM de sua configuracao inicial até uma configuracao final.
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Linguagens Livres de Contexto e Linguagens Regulares

LLCs e LRs

As linguagens regulares constituem um subconjunto préprio das
linguagens livres de contexto. De fato, é possivel demonstrar que toda
linguagem regular é também uma linguagem livre de contexto e, por
outro lado, que existem linguagens livres de contexto que ndo sao
regulares. Esses resultados serdo demonstrados, respectivamente,
nos Teoremas 10.1 e 10.2 a seguir.
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Linguagens Livres de Contexto e Linguagens Regulares

Regulares C livres de contexto

Teorema 10.1 “Toda linguagem regular é também uma linguagem
livre de contexto.”

Prova:

Considere-se L uma linguagem regular qualquer. Entéo, por definigéo,
existe uma gramatica linear a direita G que define L. As regras de G
possuem todas, sem excecao, apenas um simbolo ndo-terminal do
lado esquerdo e uma cadeia qualquer pertencente a (XU {e})(NU{¢e})
do lado direito. Como as gramaticas livres de contexto também exigem
um Unico simbolo ndo-terminal no lado esquerdo das regras, e, além
disso, (ZU{e})(NU{e}) C V*NV*, isso implica que toda gramatica
linear a direita é também uma gramatica livre de contexto. Logo, toda
linguagem regular é também uma linguagem livre de contexto.
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Linguagens Livres de Contexto e Linguagens Regulares

Regulares # livres de contexto

Teorema 10.2 “Existem linguagens livres de contexto que néo séao
regulares.”

Prova:

Considere-se, por exemplo, a linguagem L = {0'10 |i > 1}. Conforme
demonstrado anteriormente, L ndo é regular, uma vez que ndo
satisfaz ao “Pumping Lemma” das linguagens regulares. No entanto, a
gramética G = ({S0,1},{0,1},{S — 00,S— 010}, S) gera exatamente
L. Logo, L é livre de contexto, porém nao é regular. De maneira
semelhante, pode-se demonstrar a existéncia de inmeras outras
linguagens com essa mesma caracteristica.
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Linguagens Livres de Contexto e Linguagens Regulares

Livre de contexto nao-regular

Conforme definido anteriormente, uma linguagem é dita estritamente
livre de contexto se ela for livre de contexto, porém n&o-regular. A
caracteristica desse tipo de linguagens é que elas sédo geradas
apenas por gramaticas que possuam pelo menos um simbolo
nao-terminal que seja auto-recursivo central e essencial. Assim, é
possivel gerar, nas formas sentenciais geradas pela gramatica,
subcadeias da forma:

Y=*aYB, coma,Bez"

as quais séo responsaveis pelo balanceamento dos termos a e 8 nas
sentencas da linguagem.
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Linguagens Livres de Contexto e Linguagens Regulares

Livre de contexto nao-regular

De fato, graméticas lineares a direita ndo permitem a definigédo de
simbolos ndo-terminais com essa propriedade. Ao contrario,
gramaticas lineares a direita geram apenas formas sentenciais da
seguinte forma:

Y=*aY, comaecs"

em que, obviamente, ndo ha balanceamento de termos nem, portanto,
aninhamentos sintaticos. A existéncia de termos balanceados (ou
aninhados) &, por isso, o fator que diferencia uma linguagem
estritamente livre de contexto de uma linguagem regular.

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 11 de novembro de 2021 221/300



Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Conceitos

» Linguagens regulares podem ser definidas através de expressodes
regulares, gramaticas regulares ou autdmatos finitos;

» Por outro lado, a existéncia de linguagens ndo-regulares foi
provada através do uso do “Pumping Lemma” das linguagens
regulares;

» De maneira andloga, para provar que uma linguagem é€ livre de
contexto, é suficiente apresentar uma gramatica livre de contexto
que gere esta linguagem, ou ainda um autdmato de pilha que a
reconheca;

> A existéncia de linguagens que nao sao livres de contexto pode
ser demonstrada com o auxilio do “Pumping Lemma” das
linguagens livres de contexto, apresentado a seguir.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

Teorema 11.1 “Seja L uma linguagem livre de contexto, com € ¢ L.
Entdo, existe uma constante inteira n, dependente apenas de L, que
satisfaz as seguintes condicdes: (i) Yy € L,|y| > n,y = uvwxy (ii)
Ivwx < (n—1) % 2; (iii) v > 1; (iv) Vi > 0,u/wxy e L”
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

Se L é livre de contexto e ndo contém a cadeia vazia, entdo L = L(G),
sendo G = (V,Z,P,S), G uma gramatica livre de contexto na Forma
Normal de Chomsky. Portanto, qualquer arvore de derivagdo que
represente uma sentenca de L nessa gramatica sera uma arvore
binéria.

Por outro lado, arvores binarias de altura i geram sentencas de
comprimento maximo 2'-1. A Figura 17 ilustra essa relac&o para os
casos i=1, 2 e 3, e facilita a generalizacdo da mesma.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

Figura 17: Altura e comprimento de sentencas em arvores binarias geradas
por gramaticas na Forma Normal de Chomsky
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

» Através desta figura, é facil perceber que arvores de altura 1
geram sentencas de comprimento 1 (portanto < 2°), arvores de
altura 2 geram sentencas de comprimento 2 (< 2') e arvores de
altura 3 geram sentencas de comprimento 3 ou 4 (< 22);

» No caso geral, arvores com altura i geram sentencgas de
comprimento menor ou igual a 2 1;

» Em outras palavras, arvores com altura i + 1 geram sentencas de
comprimento maximo 2';

» Logo, se uma sentenca tem comprimento minimo (maior ou igual
a) 2, entdo a arvore de derivacéo correspondente possuiré altura
minima (maior ou igual a) i+ 1;

» De fato, temos que (i) € necessaria uma arvore com altura pelo
menos i + 1 para gerar uma sentenca de comprimento 2' e (i) séo

necessarias arvores com alturas maiores para sentengas ainda
mais longas.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

Considere-se k= |N|, onde N é o conjunto dos simbolos n&o-terminais
de G, estando esta expressa na Forma Normal de Chomsky, e fagca-se
n=2141
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

» Alguns autores adotam n= 2k:

» Nesse caso, as condi¢cdes do enunciado tornam-se: (i)
Yy e L, |yl = n,y=uvwxy (ii) [vwX < n; (iii) [vX > 1; (iv)
Vi > 0,u/wXy € L, o que pode ser provado de maneira similar a
presente demonstracéo (basta notar que se |y| > 2%, entfo da
mesma forma a arvore de derivacao tera altura minima k+ 1;

» Essa versao corresponde ao enunciado mais comum do presente
teorema, sendo usada na maioria das aplicacdes, como é o caso
dos exemplos seguintes, por causa da sua praticidade ao igualar
0 comprimento minimo da sentenca y com o comprimento
maximo da cadeia |[vwX.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

Seyclely >n,istoé,se |y| > 2141, entdo, face ao resultado
anterior, é certo que a altura da arvore de derivacao correspondente a
sentenca y serd maior ou igual a k+ 1 (pois com arvores de altura k é
possivel apenas gerar cadeias de comprimento maximo 2€-1).
Suponha-se que o valor desta altura seja p (portanto, p>k+1) e
considere-se um caminho z qualquer na arvore que possua
comprimento p (havera pelo menos um caminho que satisfaga a essa
condicéo).
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

Se o caminho selecionado possui comprimento p, entdo este caminho
é formado de q simbolos, q > k+ 2. Desses g simbolos, apenas um
sera terminal (o Gltimo simbolo do caminho, aquele que é folha da
arvore) e os demais serdo necessariamente nao-terminais.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

Ignorando o simbolo terminal e concentrando a atencdo nos q—1
nao-terminais, seus antecessores, se q > k+ 2, entdo existem r
simbolos ndo-terminais neste caminho, er =q—1, ou seja, r > k+ 1.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

Considerem-se agora apenas os primeiros k+ 1 simbolos
nao-terminais consecutivos que antecedem imediatamente a folha da
arvore, ignorando os r — (k+ 1) simbolos nédo-terminais situados no
inicio do caminho selecionado. O caminho escolhido z pode, portanto,
ser considerado como:

z=ppo, com pueN* |yl =r—(k+1),peN* |p|=k+1leocecX
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

A Figura 18 ilustra esta interpretacdo do caminho z

pe N, pu20

Altura da arvore > ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,?,]Eqr,afﬂ,

k+1

Comprimento do
maior caminho > <
k+1
Quantidadede | . __________ e | T
simbolos no
maior caminho >
k+2

Figura 18: Mudltiplas ocorréncias do simbolo ndo-terminal X no caminho z
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

Se p contém exatamente k+ 1 simbolos ndo-terminais e a gramética
contém apenas k simbolos ndo-terminais distintos, € certo que pelo
menos um simbolo ndo-terminal de G aparece mais de uma vez em p.
Se chamarmos a este simbolo X, as seguintes consideracdes poderao
ser feitas acerca das posi¢des em que os simbolos X podem aparecer
na arvore de derivacéo:
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

© Para o primeiro X (aquele que esta na posi¢do mais alta da
arvore, proxima da raiz):

> Ele pode ser o primeiro simbolo da cadeia p (portanto, estar na
altura k+ 1);

> Ele pode ser o penultimo simbolo da cadeia p (portanto, estar na
altura 2), uma vez que o segundo X comparece por ultimo nesta
mesma cadeia;

> Ele pode assumir qualquer posicéo entre essas duas.

@ Para o segundo X (aquele que esta na posicdo mais baixa da
arvore, proxima da folha):
> Ele pode ser 0 segundo simbolo da cadeia p (portanto, estar na
altura k), uma vez que o primeiro X comparece antes nesta mesma
cadeia;
> Ele pode ser o ultimo simbolo da cadeia p (portanto, na altura 1);
> Ele pode assumir qualquer posi¢éo entre essas duas.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

Assim, pode-se concluir:
© Para o primeiro X: se X="* a;,0; € ¥, entdo 2 < |o| < 2k
© Para o segundo X: se X =" 0,0, € ¥, entdo 1 < |ap| <

A situacdo da arvore de derivacdo da sentenca y pode ser
representada como mostra a Figura 19 (Srepresenta a raiz de G, e
pode, eventualmente, coincidir com o primeiro simbolo da cadeia p).

k-1,
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

S
peN, =0 {
X
peN, |pl=ktl
X

Figura 19: Arvore de derivacéo da cadeia y = uvwxy
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

A inspecdo desta arvore nos permite chegar as seguintes conclusdes:

» A sentenca y pode ser considerada como sendo composta por
cinco partes, y = uvwxy

> Comow = s, entdo 1< |w| < 2¢1;

» Como vwx= a1, entdio 2 < vwx < 2K e 2 < [vwx < (n— 1) x2, pois
(N—1)%2=((2¢14+1)—1)x2=2k"1%2=2% Observar, nesse
caso, que se n= 2%, entdo [vwx < n;

» Como 1< |w|e2< |vwX, entdo |vx| > 1, ou seja, v e x ndo podem
ser ambas vazias.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

Além disso, as regras de G permitem a derivacéo das seguintes
formas sentenciais:

> S=*uXy
> X =% vXX
> X=*w
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

A inspecdo dessas formas sentenciais, assim como a analise da
arvore mostrada na Figura 19, permite concluir que existem outras
possibilidades de derivacfes (ou seja, de construcao da arvore) de
sentencas em G, as quais produzem sentencas diversas da original y,

e gue, por construcdo, devem necessariamente pertencer a linguagem
L.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

Por exemplo, é possivel imaginar que, em vez de aplicar regras que
fazem o primeiro X derivar vXx € possivel aplicar, a esta ocorréncia de
X, as regras aplicadas ao segundo X, e dessa maneira gerar a
sentenca uwyno lugar da sentenca uvwxy Da mesma forma, seria
possivel repetir a derivacdo aplicada ao primeiro X no lugar da
derivacao feita para o segundo X, e com isso gerar a sentenca
uvvwxxy Generalizando, todas as sentencas uvwxy, com i > 0, podem
ser derivadas em G, e, portanto, pertencem necessariamente a L(G).
A Figura 20 mostra, graficamente, a aplicacéo desta idéia.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

S S S
X X X
X
X X
u v w x y u w y u v v o w X x y

Figura 20: Arvores de derivacéo para as cadeias uvwxy Uwye UvVVWXXy
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

Em termos gramaticais, como S=-* uXy, X =* vXxe X =* w, ou seja,
S=-* uvwxy entéo, necessariamente:
> S=* uXy="* uwy
> S=" uXy=-"* UvwWwxxy
> S=" UXy="* UVVVWXXXY
>
>

S=* uXy="uvwxy,vi >0
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

Considerado de maneira informal, este “Pumping Lemma” para
linguagens livres de contexto pode ser interpretado da seguinte
maneira:

> Sentencgas que apresentem um certo comprimento minimo geram
arvores de derivagdo com uma certa altura minima;

» Como a quantidade de simbolos n&o-terminais da graméatica &
limitada, necessariamente devera haver repeti¢cdo de simbolos
em algum caminho da arvore de derivacao correspondente;

» Tal repeticdo permite a geracdo de uma quantidade infinita de
outras sentencas estruturalmente similares, que devem
necessariamente pertencer a linguagem.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

O simbolo ndo-terminal X, na demonstracdo acima, possibilita
derivagdes do tipo X =* vXxe corresponde ao simbolo que
denominamos previamente de auto-recursivo central essencial. A
existéncia de pelo menos um simbolo desse tipo na gramética garante
a possibilidade de se gerar uma quantidade infinita de outras
sentencas que também pertencam a mesma linguagem.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto

Se v ou x forem vazios, a linguagem sera regular (note-se que o
“Pumping Lemma” para linguagens regulares é um caso particular do
“Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto). Se v e x forem
simultaneamente diferentes da cadeia vazia, entdo a linguagem & livre
de contexto e ndo-regular, e 0s termos v e X ocorrerdo sempre de
forma balanceada nas sentencas da linguagem.

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 11 de novembro de 2021 246/300



Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo

Exemplo 11.1

Alinguagem{a'bd | i > 0} é gerada pela gramatica livre de contexto
G=({SX,Y,Z,ab},{ab},{S— XY |bX—ZSZ—aY — a},S), que estd na
Forma Normal de Chomsky e pos$li= {S,X,Y,Z}, [N| = 4. De acordo com a
demonstracdo do “Pumping Lemma”, a constarparaG é

214 1=2N-111=24111=2841=8+1=0.

A cadeiaz = a*ba* € L(G) € tal quelz| > 9. Portantoz = uvwxy com|vwx < ne
|[vx > 1. A Figura 21 apresenta a arvore de derivag&o correspandeaiieia.

A &rvore da Figura 21 possui altura 9 (portanto maior ou igyll| + 1 =5) e
contém diversos caminhos formados -+ 2 = 6 ou mais simbolos, nos quais é
possivel isolar ofN| + 1 Gltimos simbolos n&o-terminais.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo

\

a b
Figura 21: Arvore de derivacdo para a sentenca a*ba’*
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo

Considere-se 0 camintfBXSXSXSXSbujo comprimento é 10, e os 5 dltimos
simbolos ndo-terminais que o comp8&XSXSDe acordo com o “Pumping Lemma”,
esse caminho deve conter (e contém) pelo menos um simbotemimal repetido:

o simboloSocorre trés vezes e o simbdfacorre duas vezes.

Considere-se o0 simbok. A primeira ocorréncia do mesmo gera a cadeihg ao
passo que a segunda ocorréncia gera a catbelaogo:

Z= aa a ab a aaa
PN i e g

u v w  x Y

Marcus Ramos (UNIVASF)
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo

Conseqiientemente, as cadeidsvxXy, comi > 0, devem também pertencer &
linguagem. De fato, as cadeiasy e uv’wx%y pertencem & (G):

aa ab aaa=a’ha’
N~
u woy
aa a a ab a a aaa=ahd
N N S S N e
u \ A\ w X X Yy

A cadeiauwy pode ser obtida substituindo-se as derivacdes aplicadasnaeiro
simboloX pelas aplicadas ao segundo simb%lA nova seqiiéncia de derivacdes
torna-se (ver Figura 22):

S=*aa X aaa= aa ab aaa=a’ha’

1° w
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo
S S S
N N N
X Y X Y X Y
PN | PN
V4 S a zZ S a V4 S a
| | |
a X Y a X Y I:> a X Y
| T |
V4 S a V4 S a V4 S a
| | |
a Xy Y a7 - Yo a>X,, Y
s o~
zZ S a zZ § a
N \ C
a Xoy Y- > Xy a b
N N
4 S a V4 S
\ \
a b a 1‘7

Figura 22: Arvore de derivacéo para a sentenca a’ba’
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo

A cadeiauv’wx?y pode ser obtida substituindo-se as derivacdes aplicadsesyando

simboloX pelas aplicadas ao primeiro simb&oA nova seqiiéncia de derivagdes
torna-se (ver Figura 23):

S=*aaa X aaaa= aaaaabaaaa= a’ha’
N~ —~—

20 VWX
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo
S S S
~ - N
X Y X Y X Y
~ | ~ | - |
zZ zZ S VA S a
| | |
a X Y a X Y a X Y
Z s 7 s = Z s
a a a
| | ~
a X(I”/ —Y a X(I”/ Y a X/l; Y
| ~ | - \
A S a 4 S a A S a
| Fo -

a Xer Y a” Yoo a>Xu Y
- | |
V4 S a a zZ S a
| | PN
a b a Xy Y

-~ |
VA S a
|

a b

Figura 23: Arvore de derivagéo para a sentenca a’ba’
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo

A iteracdo do Ultimo passo (Figura 23) possibilita a geraigosentencas/wxy,
comi > 3.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo

Como no caso do “Pumping Lemma” para linguagens regulares, que
estabelece uma propriedade inerente a toda e qualquer linguagem
regular, o0 “Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto
estabelece uma propriedade inerente a toda e qualquer linguagem
livre de contexto. De maneira analoga aquele caso, uma de suas
principais aplicacdes é na demonstracdo da existéncia de linguagens
gque nao sao livres de contexto, conforme mostrardo os exemplos a
seqguir.

Observe-se que o teorema garante a existéncia da constante n, mas a
aplicacdo do mesmo n&o exige que seja determinado o seu valor,
como mostram os exemplos seguintes.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo

Exemplo 11.2

Alinguageml; = {akbc®| k> 1} ndo é livre de contexto. Suponha-se, por
hipétese, qué seja livre de contexto. De acordo com o Teorema 11.1 (“Pugnpin
Lemma” para linguagens livres de contexto), existe umataaitssinteiran tal que,
qualquer que seja a sentenca L, |y| > n, entdoy = uvwxy [vwY < n, [vx| > 1e
uvwxy € L.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo

Sejay = a"b"c". Como|a"b"c"| = 3xn, entdo esta satisfeita a condig¢ip> n.
Portantoy = uvwxy Nesta situacao, a subcadeiax pode assumir um dos seguinte:
formatos (lembrar qupwx < n):

© vwxcontém apenas simboloa™(pelo menos um); portantex também
contém apenas simbolagpelo menos um);

© vwxcontém apenas simbolols™(pelo menos um); portantex também
contém apenas simbolbgpelo menos um);

© vwxcontém apenas simbolos™{pelo menos um); portantex também contém
apenas simbolas(pelo menos um);

© vwxcontém simbolosa” (pelo menos um) seguidos de simbol® (pelo
menos um); portant@x contém pelo menos um simbamub, porém nenhum
simbologc;

© vwxcontém simbolosh” (pelo menos um) seguidos de simbolas (pelo
menos um); portantex contém pelo menos um simbdimu c, porém nenhum
simboloa.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo

E impossivel que a subcadeiaxcontenha simultaneamente simbole “b” e
“c”", uma vez que, para isso acontecer, seria necessario queiotento deswx
fosse no minimm+ 2, 0 que contraria o “Pumping Lemma”.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo

Passando-se a andlise de cada uma dessas possibilidadéde@ndo o formato
assumido pela sentengavy, isto €, pela sentengavwxyapds a remocéo das
subcadeias e x, 0 que é previsto pelo “Lemma” quando estabelece que todas as
sentencasVwxy devem pertencerla, (neste caso, faz-se= 0). Lembrar que

[vx| > 1:

1. uwyconteran simbolos b”, n simbolos ¢’ e uma quantidade de simbolo&s™
menor quen; logo, uwynao pertence by;

2. uwyconterén simbolos &", n simbolos €” e uma quantidade de simbolds’™*
menor quen; logo, uwynéo pertence by;

3. uwyconteran simbolos &”, n simbolos b” e uma quantidade de simbolog'*
menor quen; logo, uwynao pertence by;
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo

4. uwyconterdn simbolos £", e quantidades de simbolog™e de simbolosb”
(pelo menos uma delas) respectivamente menores;dogo, uwynéo pertence
aly;

5. uwyconteran simbolos &”, e quantidades de simbolok™e de simbolos ¢”
(pelo menos uma delas) respectivamente menores;dogo, uwynao pertence
ali.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo

Portanto, a sentenglb"c" contradiz a hip6tese inicial, provando que a linguagem
nao é livre de contexto. Cumpre observar que, anteriorn{éPtenping Lemma”
para as Linguagens Regulares), esta mesma linguagem fondéniada como sendo
nao-regular.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo

Exemplo 11.3

A linguagemL, = {wcw| w € {a,b}"} néo € livre de contexto. Esta linguagem
sintetiza uma caracteristica bastante comum nas lingsalgeprogramacao mais
usuais: a necessidade de se usarem identificadores ideetcpartes diferentes de
um mesmo programa, por exemplo, na declaracdo de uma Ja&iaaecasido de
sua utilizagdo posterior.

Suponha-se, por hipotese, dueseja livre de contexto. De acordo com o “Pumping
Lemma” para linguagens livres de contexto, existe uma eotsinteiran tal que,
qualquer que seja a sentenca Lo, |y| = n, entdoy = uvwxy [vwy < n, [vx > 1 e
uvwxy € L.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo

Considere-se, por exemplo, a sentepegaab"ca™". Como|y| =4xn+1>n,
entdo esta satisfeita a condicao do “Pumping Lemma” paredhesda sentenga
Portantoy = uvwxye a subcadeiawxpode assumir um dos seguintes formatos:

vwxcontém apenas simbolog™(pelo menos um);
vwxcontém apenas simbolos™(pelo menos um);

vwx contém simbolos “a” (pelo menos um) seguidos de simbdfogelo
menos um);

vwxse inicia com simbolos “b” (zero ou mais) e termina com o simbd’;

vwxse inicia com o simboloc” e termina com simbolos?” (zero ou mais);

©00 000

vwxse inicia com simbolodd” (pelo menos um) , continua com um simbolo
“c” e termina com simbolosd” (pelo menos um).
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo

De maneira analoga ao que foi mostrado no Exemplo 11.2,gass@&xaminar o formato das
cadeiasiwy que sdo geradas em cada um desses casos:

o

o
o

©0

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2

Ao extrair simbolos &” da subcadeiav que antecede o simbolg”; esta resulta
diferente da subcadeiaposterior ao mesma"; 0 mesmo acontece se forem extraidos
simbolos &” da subcadeia posterior ao simbol;“logo, uwynéo pertence hy;

Semelhante ao caso anterior;
Modifica, exclusivamente, a subcadeia anterior ao simhalou a subcadeia posterior
ao simbolo ¢£”; logo, uwynao pertence by;

Comolvx > 1, vxcontém pelo menos um simbolb™ou um simbolo ¢, que, se
removidos da sentengaprovocam a geracdo de uma sentenca que ndo pertéace a
(seja porque as cadeiagtornam-se diferentes, seja porque o simbalajtie as separa
desaparece);

Semelhante ao caso anterior;

Como|vx > 1, vxcontém pelo menos um simbolb™(da primeira subcadei&) ou um
simbolo ‘t” ou, ainda, um simbolo “a” (da segunda subcad®@iagualquer que seja o
caso, a cadeia resultantery ndo pertence by (seja porque as cadeiagtornam-se
diferentes, seja porque o simbold fiue as separa desaparece).

11 de novembro de 2021 264/300




Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo

Pelo exposto, fica claro que a hipotese inicial é falsa e_gunio € uma linguagem
livre de contexto.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo

Exemplo 11.4

A linguagemls = {ak|k > 1 € um namero primpnao € livre de contexto.
Suponha-se quie; seja livre de contexto e considere-se a sentgncaP, p > n+ 2,
onde € o valor da constamelefinida pelo “Pumping Lemma” para linguagens livre
de contexto. S§ = uvwxypertence & 3, entdo, de acordo com o “Lemma”, a
sentencaiwytambém deve pertencer. Seja [uwy|.

O comprimento das sentengaéwxy pode ser calculado da seguinte forma:
|uvwxy| = |uwy| +i % |vx. Em particular, o comprimento da sentenca

[UAWAY| = [uwy] + g VX = q+ g [V = g* (1+ |vX). Além disso,

> g=|uwy = |uvwxy — |vX. Como, pelo “Pumping Lemmalywx < n, segue
que|vx < n. Comoljuvwxy > n+ 2, segue queg > 2;

» Pelo “Pumping Lemma’vx > 1. Logo, 1+ |vX > 2.
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Linguagens que ndo séo Livres de Contexto

Exemplo

Portanto, o comprimento dev®wxy| corresponde ao produto de dois nimeros
maiores que 1 (ou seja, ele ndo é primo) e isso provad guéo pode ser livre de

contexto.
Vale lembrar que, anteriormente (“Pumping Lemma” para agliagens Regulares),

esta mesma linguagem foi demonstrada como sendo ndo4tegula
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Linguagens Livres de Contexto Deterministicas

Conceito

» Diferentemente da classe das linguagens regulares, que podem
ser reconhecidas indistintamente por autdmatos finitos,
deterministicos ou ndo-deterministicos, somente autématos de
pilha ndo-deterministicos sdo capazes de reconhecer as
linguagens livres de contexto, no caso geral.

» Esta concluséo, que pode ser provada demonstrando-se a
existéncia de linguagens livres de contexto ndo-reconheciveis por
autdmatos de pilha deterministicos, quaisquer que sejam eles,
possui uma importante conseqiéncia pratica, uma vez que 0s
autdbmatos de pilha ndo-deterministicos sdo por natureza pouco
eficientes, e por isso constituem modelos de implementacdo
pouco atraentes em diversas situacdes, entre as quais, na
importante area de construcdo de compiladores.
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Linguagens Livres de Contexto Deterministicas

Exemplo

Exemplo 12.1

AlinguagemlL; = {wwR | w € {a,b}*} é ndo-deterministica, ou seja, é reconhecid
apenas por autdmatos de pilha ndo-deterministicos. Umpgeta tal autdmato,
com critério de aceitagdo baseado em pilha vazia, é apeekena Figura 24.

(2, Z0)/A, (b,20)/B, (a, A)/AA

(€.20)/£.(.A)/A. (¢,B)/B
o O

(a,B)/AB, (b,A)/BA (b,B)/BB (a,A)/e,(b,B)/e
Figura 24: Autdémato de pilha para a linguagem {ww? | w € {a,b}*}
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Linguagens Livres de Contexto Deterministicas

Exemplo

S&o0 exemplos de cadeias aceitas por este aut@aaatabbg como se pode verificar
nos reconhecimentos abaixo:

> (go,aa,Zp) F (do,a,A) - (qr,a,A) F (01, €, €)
> (qgo,abbaZp) - (qo,bba A) - (0o, ba, BA) I- (q1,ba, BA) - (g1,a,A) F (01, €, €)

Como é facil observar, a caracteristica ndo-determiaidticautdbmato é fundamenta
para que ele possa determinar o ponto exato da cadeia ddaeatreque termina a
subcadeiav e se inicia a subcadevel: apenas uma movimentacdo em vazio no
ponto central da cadeia sera capaz de fazer com que o autatimgaima
configracéo final. Tal caracteristica é necessaria, umauep Qutdmato, por conta
de suas proprias limitagGes, ndo tem condi¢Ges de detardireamente o ponto
exato em que se inicia a cadeid.
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Linguagens Livres de Contexto Deterministicas

Linguagens livres de contexto e nao-determinismos

Assim, apesar do elevado interesse pratico exibido pelas linguagens
livres de contexto, decorrente da relativa facilidade com que elas
podem ser representadas e manipuladas, a dificuldade acima
mencionada levou os pesquisadores a um estudo mais aprofundado
dessa classe de linguagens, visando fornecer aos projetistas e
implementadores de linguagens artificiais subsidios que permitissem
0 aproveitamento pratico das caracteristicas dessa classe de
linguagens, sem no entanto sacrificar o desempenho dos respectivos
reconhecedores pela presenca de eventuais ndo-determinismos.
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Linguagens Livres de Contexto Deterministicas

Linguagem livre de contexto deterministica

» Como consequéncia, foi identificada e caracterizada a classe das

linguagens livres de contexto deterministicas  , que se provou
ser subconjunto préprio das linguagens livres de contexto
genéricas;

» Por definigdo, linguagens livres de contexto deterministicas sdo
aquelas que podem ser reconhecidas por autdmatos de pilha
deterministicos;

» Em outras palavras, uma linguagem livre de contexto é dita
deterministica se for possivel demonstrar a existéncia de pelo
menos um autdmato de pilha deterministico que a reconheca.
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Linguagens Livres de Contexto Deterministicas

Linguagem livre de contexto ndo-deterministica

A linguagem para a qual se pode provar a inexisténcia de quaisquer
autdmatos de pilha deterministicos que a reconhecam, e,
simultaneamente, a existéncia de pelo menos um autémato de pilha
nédo-deterministico que a reconhega, € denominada linguagem livre
de contexto ndo-deterministica , e o conjunto de tais linguagens

constitui uma classe importante das linguagens livres de contexto
gerais.
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Linguagens Livres de Contexto Deterministicas

LR(K) e LL(K)

A classe das linguagens LR(k) e a classe das linguagens LL(k)
situam-se entre a classe das linguagens regulares e a classe das
linguagens livres de contexto genéricas, conforme ilustrado na Figura
25.

Linguagens Livres de Contexto Gerais

Figura 25: As subclasses LL(k) e LR(k)
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Linguagens Livres de Contexto Deterministicas

Demonstracoes

» A demonstracdo da equivaléncia entre a classe das linguagens
livres de contexto que podem ser reconhecidas
deterministicamente e a classe das linguagens LR(k) pode ser
encontrada em Hopcroft69;

» A demonstragdo da existéncia de um algoritmo para determinar
se uma dada gramética € LR(k) para um certo valor de k também
pode ser encontrada em Hopcroft69.
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Linguagens Livres de Contexto Deterministicas

Linguagens livres de contexto x linguagens de

programacao

» As linguagens e as gramaticas livres de contexto deterministicas,
sejam elas LR(k) ou LL(k), costumam ser empregadas na
formalizacao sintatica da maioria das linguagens de programacao
convencionais;

» Como consequéncia, os compiladores dessas linguagens
costumam ser construidos com base nos correspondentes
autdbmatos de pilha deterministicos;

» Tais reconhecedores, que servem como ponto de partida para a
construcao de analisadores sintaticos, sdo com freqtiéncia
usados como nucleos dos compiladores das respectivas
linguagens, e a eles sdo agregados os demais mddulos de
analise e de geracgéo de cddigo, para completar as funcdes do
compilador.
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Propriedades de Fechamento

Principais resultados

» As linguagens livres de contexto séo fechadas em relagéo as
operacOes de unido, concatenacdo e fecho de Kleene;

» Elas ndo sdo fechadas em relacéo as operacdes de complemento
e interseccao;

» Os teoremas seguintes apresentam as respectivas
demonstracdes.
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Propriedades de Fechamento

Teorema 13.1 “As linguagens livres de contexto séo fechadas em
relacdo a operacao de unido.”

Sejam L; e L, duas linguagens livres de contexto quaisquer. Entao,
L1 =L1(G1) e L =L2(Gy), G1 e G, sendo duas gramaticas livres de
contexto: G1 = (V1,%1,P1,S) e Gy = (V2,22,P2,S). Admita-se que
N; N, = 0. Se isso nao for verdade, os simbolos ndo-terminais
podem ser facilmente renomeados, sem prejuizo para as linguagens
que estiverem sendo definidas.
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Propriedades de Fechamento

A linguagem L3z = L; UL, é gerada pela gramética Gz, ou seja,
L3 = L3(Gg), com Gz = (V3,Z3, P3,Sg,), onde:
> V3=V,UVoU {53}
> 33=21U2
> P3= P1UP2U{53—>51,S3—>&}
Como, por hipotese e por construcéo, as regras contidas em P3
atendem, todas, as condi¢cdes necessarias para uma gramatica ser

classificada como livre de contexto, segue que G3 é livre de contexto
e, consequentemente, L3 € uma linguagem livre de contexto.
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Propriedades de Fechamento

Concatenacéo

Teorema 13.2 “As linguagens livres de contexto séo fechadas em
relacdo a operacdo de concatenacao.”

Sejam L; e L, duas linguagens livres de contexto quaisquer. Entao,
L1 =L1(G1) e L =L2(Gy), G1 e G, sendo duas gramaticas livres de
contexto: G1 = (V1,%1,P1,S) e Gy = (V2,22,P2,S). Admita-se que
N; N, = 0. Se isso nao for verdade, os simbolos ndo-terminais
podem ser facilmente renomeados, sem prejuizo para as linguagens
que estiverem sendo definidas.
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Propriedades de Fechamento

Concatenacéo

A linguagem L3 = L1L, é gerada pela gramatica Gs, ou seja,
L3 = L3(Gg), com Gz = (V3,Z3, P3,Sg,), onde:
> V3 :V1UV2U{53}
> 33=21U2
> P3;=PU PzU{Sg — Sl&}
Como, por hipotese e por construcao, as regras contidas em P3
atendem, todas, as condi¢cdes necessarias para uma gramatica ser

classificada como livre de contexto, segue que G3 é livre de contexto
e, consequentemente, L3 € uma linguagem livre de contexto.
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Propriedades de Fechamento

Fechamento

Teorema 13.3 “As linguagens livres de contexto sdo fechadas em
relacdo a operacéo de fecho de Kleene.”

Seja L; uma linguagem livre de contexto qualquer. Entdo, L; = L1(Gy),
G; sendo uma gramatica livre de contexto: Gy = (V1,%1,P1,S).
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Propriedades de Fechamento

Fechamento

z

A linguagem L, = L} é gerada pela gramatica G, ou seja, Lo = L»(Gy),
com Gy = (V2,%2,P»2,S), onde:

> Vo, =V U {Sz}

> P=P1U{S— S9,S &}
Como, por hipotese e por construcao, as regras contidas em P,
atendem, todas, as condi¢cdes necessarias para uma gramatica ser

classificada como livre de contexto, segue que G; é livre de contexto
e, consequentemente, L, € uma linguagem livre de contexto.
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Propriedades de Fechamento

Interseccao

Teorema 13.4 “As linguagens livres de contexto ndo séo fechadas em
relacdo a operacao de interseccao.”

E suficiente, para provar este teorema, que existem pelo menos duas
linguagens livres de contexto cuja intersecc¢do gera uma linguagem
gue néo seja livre de contexto.

Considerem-se as linguagens L; = {a™™c" | m>1,n>1} e

L, = {a"b™c™ | m> 1,n > 1}. E facil demonstrar que essas linguagens
sdo geradas, respectivamente, pelas graméticas livres de contexto G;
e Gy

G1 = ({ab,c,SX, Y}, {ahb,c},

{S—= XY, X—aXbX —abY —cY,Y —c},S
G, = ({ab,c,SX Y}, {ahb,c},

{S—= XY, X—aX,X—aY—bYcY — bc},S)
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Propriedades de Fechamento

Interseccao

Por outro lado, a linguagem Lz =LiNLy = {a™™c™ | m> 1} é uma
linguagem que nao é livre de contexto, conforme ilustrado na
aplicacdo do “Pumping Lemma” para linguagens livres de contexto
(ver Exemplo 11.2).
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Propriedades de Fechamento

Interseccao com linguagem regular

N&o obstante este resultado, € possivel demonstrar que a interseccéo
de uma linguagem livre de contexto com uma linguagem regular gera
sempre uma linguagem livre de contexto.
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Propriedades de Fechamento

Complementacao

Teorema 13.5 “As linguagens livres de contexto ndo sao fechadas em
relacdo a operacédo de complementacado.” Dadas duas linguagens L; e
L, quaisquer, é sabido (Lei de De Morgan) que:

L]_ﬂLz:L_]_UL_z

Nesta igualdade estédo envolvidas apenas as operacdes de
interseccao, unido e complementacdo. Sabe-se, conforme
demonstracéo anterior (Teorema 13.1), que as linguagens livres de
contexto sédo fechadas em relacédo a operacao de unido. Se elas
fossem fechadas também em relacdo a operacédo de complemento,
deveriam necessariamente ser fechadas em relacéo a operacao de
intersec¢do. Como isso néo é verdade (Teorema 13.4), conclui-se que
as linguagens livres de contexto ndo sdo fechadas em relacéo a
operacao de complementagéo.
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Questdes Decidiveis e Nao-Decidiveis

Introducao

» Assim como acontece com a classe das linguagens regulares,
existem diversas questdes acerca das linguagens livres de
contexto que podem sempre ser decididas, quaisquer que sejam
as linguagens envolvidas;

» Por outro lado, certas questbes que sdo decidiveis para a classe
das linguagens regulares ndo podem ser decididas no caso geral,
guando transpostas para a classe das linguagens livres de
contexto (por exemplo, a questdo L = =* é decidivel no caso das
linguagens regulares, porém néo é decidivel no caso das
linguagens livres de contexto).
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Questdes Decidiveis e Nao-Decidiveis

Pertencimento

Teorema 14.1 “Sejam L uma linguagem livre de contexto sobre Z e a
uma cadeia pertencente a >*. Entéo, a questao “a € L?” é decidivel”

Conforme o Algoritmo 14.1.
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Questdes Decidiveis e Nao-Decidiveis

Pertencimento

Algoritmo 14.1 “Determinacao da pertinéncia da cadeiaavz* a
linguagem livre de contexto € >*”

» Entrada: uma cadeia w ~* e uma linguagem livre de contextad >*;
» Saida: SIM, se w Z*; NAO, caso contrario;
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Questdes Decidiveis e Nao-Decidiveis

Pertencimento

Método:

» Obter uma gramética livre de contexto G tal que-LL(G);
» Se w= g, entao:
© Determinar, conforme o Algoritmo 5.3 (eliminag&o de proieem vazio
em gramaticas livres de contexto), se S (a raiz de G) pertea@®njunto
E; em caso afirmativo, a resposta é SIM; caso contrario, aostpé
NAO;
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Questdes Decidiveis e Nao-Decidiveis

Pertencimento

> Se W g, entdo:

© Obter G na Forma Normal de Greibach, tal qué®') = L(G) — {&};

@ Considerar n=|w;

© Considerar m como o maior nimero de producées definido para um
ndo-terminal, entre todos 0s nado-terminais dg G

© Obter todas as seqiiéncias de derivacdes mais a esquerdacara g
formas sentenciais cujo prefixo seja uma cadeia de termaw®is
comprimento maximo n (existem no maxinfoseqliéncias distintas);

© Verificar se alguma dessas seqiiéncias de derivacdo comesp
geracao da cadeia w; em caso afirmativo, a resposta é SIM; caso
contréario, a resposta é NAO.
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Questdes Decidiveis e Nao-Decidiveis

Exemplo

Exemplo 14.1
Considere-se a gramatica abaixo, ja apresentada na FommaN#e Greibach:

G = ({SB,C,ab,c},{ab,c}, P,S
P = {S—aBC|bBC,

B— bB|b,

C—c}

Considere-se a cadesdbce L(G). Entdo,n =4 em= 2 (pois existem duas
producdes par§, duas par® e apenas uma paf e, conforme o Algoritmo 14.1,
existem no maximo®= 16 seqiiéncias distintas de derivacdes mais a esquerda o
geram como prefixo uma cadeia de terminais de comprimentomak nao
havendo necessidade de se inspecionar outras sequéndgiaisela 1 relaciona todas
as oito seqliéncias que geram cadeias de terminais de coempoimaximo 4.
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Questdes Decidiveis e Nao-Decidiveis

Exemplo

Tabela 1: Derivacfes mais a esquerda que geram prefixos de comprimento

maximo 4

Sequéncia 2V* 23V* 232V* 2335V*
1 S = aBC = abBC = abbBC = abbbBC
2 = abbbC
3 = abbC = abbc
4 = abC = abc
5 = bBC = bbBC = bbbBC = bbbbBC
6 = bbbbC
7 = bbbC = bbbc
8 = bbC = bbc
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Questdes Decidiveis e Nao-Decidiveis

Exemplo

Como se pode verificar, a sequiéncia de derivacdes 3 prodaeeaabc Por outro
lado, a cadeifachg também de comprimento 4, ndo pertence a linguagem, uma v
gue nenhuma das oito sequiiéncias da Tabela 1 gera o poefige, portanto,
nenhuma seqiiéncia de derivacdes é capaz de gerar aloabeia
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Questdes Decidiveis e Nao-Decidiveis

Tempo de execucao

» O tempo de execuc¢do do Algoritmo 14.1 é proporcional a m",
onde n é o comprimento da cadeia de entrada;

» Logo, esse tempo varia exponencialmente com o tamanho da
cadeia, 0 que é um resultado considerado ineficiente, e portanto
indesejavel do ponto de vista pratico;

» Diversos outros algoritmos, no entanto, apresentam tempos de
execucdo que sdo proporcionais a n® (ou menos), o que implica
importantes ganhos de desempenho;

» Uma discusséo sobre tais algoritmos, assim como referéncias,
pode ser encontrada em Hopcroft79, ou na literatura sobre
compiladores, e foge ao escopo da presente publicacéo.
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Questdes Decidiveis e Nao-Decidiveis

Pertencimento

» Fica, portanto, demonstrada a existéncia de autdmatos de pilha
gque sempre param, quaisquer que sejam a linguagem livre de
contexto considerada e a cadeia de entrada que lhes sejam
submetidas;

» Essa propriedade é analoga a anteriormente (pertinéncia de uma
cadeia a uma linguagem regular), que garante a existéncia de
autdbmatos finitos que sempre param, quaisquer que sejam a
linguagem regular considerada e a cadeia de entrada que lhes
seja submetida.
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Questdes Decidiveis e Nao-Decidiveis

Teorema 14.2 “Seja L uma linguagem livre de contexto. Entéo, a
questdo “L = 0?" é decidivel.” L = 0 se e somente se L ndo contém
nenhuma sentenca de comprimento menor que n, onde n é a
constante definida pelo “Pumping Lemma” para linguagens livres de
contexto. Tal fato pode ser verificado por demonstracdo semelhante a
que foi feita anteriormente (determina se uma linguagem regular €
vazia ou ndo-vazia).

Uma maneira alternativa de se verificar se L = 0 consiste em obter
uma gramatica G = (V,Z,P,S), sem simbolos inuteis, que gere L. Se
SeV, entdo L é ndo-vazia. Caso contrério, L € vazia.
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Questdes Decidiveis e Nao-Decidiveis

Infinita?

Teorema 14.3 “Seja L uma linguagem livre de contexto. Entéo, a
questdo “L é infinita?” é decidivel.” L é infinita se e somente se
contiver pelo menos uma sentenca de comprimento maior ou igual a n
e menor que 2n, onde n é a constante definida pelo “Pumping Lemma”
para linguagens livres de contexto. Tal fato pode ser verificado por
demonstracdo semelhante a que foi feita anteriormente (determina se
uma linguagem regular é finita ou infinita).

Uma outra maneira de se determinar se L € infinita consiste em obter
uma gramatica sem simbolos inlteis que gere L, e depois verificar se
existem ndo-terminais X auto-recursivos na mesma

(X= aXB,ap € Z*). Caso exista pelo menos um ndo-terminal
auto-recursivo (ndo necessariamente central), entdo L é infinita. Caso
contrario, L é finita.
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Questdes Decidiveis e Nao-Decidiveis

Questdes ndo-decidiveis

As seguintes questdes acerca das linguagens e das gramaticas livres
de contexto (respectivamente L, G, G; e G, quaisquer) ndo sdo
decidiveis e ndo serdo demonstradas neste livro.

» G é ambigua?

» L é inerentemente ambigua?

» L(G) éregular?

> L(G) =27

> L(G1) =L(G)?

> L(G1) CL(G)?

> L(G1)NL(Gy) =0?

» L(G1)NL(Gy) é livre de contexto?
» L(G;) é livre de contexto?
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